Ŕĺśĳňă ć ĘİŠŤ, šőň 94, ćżŕ. 6, ś. 490 { 493 cfl 2011 č. 25 śěŋš£ąř£

Şŕřşčĺě čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£ ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ ťńěłśő¡ńěłšřĺůěśłőčő ¡ťťěłšă

Ă. Ś. đřłőć^{1)}

644076 Őňśł, Řőśśĺ£

Ŕőśšşŕĺńă ć řěďăłűĺ¿ 3 ăćčşśšă 2011 č.

Ŕőńşůěŋż čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£ ł şřăćŋěŋĺ£ň šěőřĺĺ şŕřşčőśšĺ, ňőďĺťĺűĺřőćăŋŋőľ ŋăńĺůĺěň ťńěłśő¡ńěłšřĺůěśłőčő ¡ťťěłšă. Ŕőłăğăŋő, ůšő ć őąźěň śńşůăě őŋĺ ŋě śőćŕăďă¿š ś čřăŋĺůŋżňĺ şśńőćĺ£ňĺ śšăŋďăřšŋőľ šěőřĺĺ şŕřşčőśšĺ. Ć ůăśšŋőśšĺ, ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ćőğŋĺłă¿š ŋăŕř£ęěŋĺ£, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ¿ ŕőń£řĺğăűĺĺ ŋă łřĺćĺğŋş ŕőćěřţŋőśšĺ. Ğă śůěš čřăŋĺůŋżţ şśńőćĺľ őďŋőřőďŋă£ ŕőń£řĺğăűĺ£ ďěťőřňĺřşěš łřĺśšăńń, ţőš£ ć őąžěňŋżě şřăćŋěŋĺ£ řăćŋőćěśĺ£ őŋă ŋě ćţőďĺš.

Ťńěłśő¡ńěłšřĺůěśłĺľ ¡ťťěłš (ďăńěě ďń£ łřăšłőśšĺ ťńěłśő¡ťťěłš) ğăłń¿ůăěšś£ ć ńĺŋěľŋőň őšłńĺłě ¡ńěłšřĺůěśłőľ ŕőń£řĺğăűĺĺ ŋă čřăďĺěŋš ňěţăŋĺůěśłőľ ďěťőřňăűĺĺ. Ŋăĺąőńěě ěśšěśšćěŋŋżľ śŕőśőą ŕőńşůěŋĺ£ čřăďĺěŋšă ďěťőřňăűĺĺ ğăłń¿ůăěšś£ ć ĺğčĺąě őąřăğűă. Őšś¿ďă ĺ ŕřőĺśţőďĺš ŋăğćăŋĺě ¡ťťěłšă. Ćőğňőęěŋ šăłęě ĺ őąřăšŋżľ ¡ťťěłš.

Ŋěśňőšř£ ŋă šő ůšő ¡šőš ¡ťťěłš ĺğćěśšěŋ őůěŋĳ ďăćŋő (śň. őąğőř [1] ĺ śśżńłĺ ć ŋěň), ć ŕőśńěďŋĺě čőďż ćőğŋĺłńő ňŋőčő řăąőš ŕő ěčő ďěšăńĳŋőňş ĺğşůěŋĺ¿, łăł ¡łśŕěřĺňěŋšăńĳŋőňş [2{4], šăł ĺ šěőřěšĺůěśłőňş [5, 6]. İšő ść£ğăŋő ć ŕěřćş¿ őůěřěďĳ ś šěň, ůšő ążńĺ ŕřěďńőęěŋż ŋăŋőśšřşłšşřĺřőćăŋŋżě ňěšăňăšěřĺăńż [7{9], őąńăďă¿źĺě ŕĳěğő¡ńěłšřĺůěśłĺňĺ śćőľśšćăňĺ ąńăčőďăř£ ťńěłśő¡ťťěłšş.

Ć ść£ğĺ ś ¡šĺň śšăŋőćĺšś£ ăłšşăńĳŋőľ ğăďăůă šěőřěšĺůěśłőčő őŕĺśăŋĺ£, ć šőň ůĺśńě ć řăňłăţ šěőřĺĺ śŕńőÿŋőľ śřěďż, śćőľśšć şŕřşčĺţ őąžěłšőć (ć ŕřĺŋűĺŕě ŋě őą£ğăšěńĳŋő ŋăŋőřăğňěřŋżţ) ś şůěšőň ťńěłśő¡ťťěłšă. Šăłőě őŕĺśăŋĺě ćłń¿ůăěš ć śěą£ ďćě ğăďăůĺ: ŋăţőęďěŋĺě řăśŕřěďěńěŋĺ£ ¡ńěłšřĺůěśłőľ ŕőń£řĺğăűĺĺ ŕő őąřăğűş ŕřĺ ğăďăŋŋżţ ďěťőřňăűĺ£ţ ĺ ŋăţőęďěŋĺě şŕřşčĺţ ďěťőřňăűĺľ ŕřĺ ğăďăŋŋőň řăśŕřěďěńěŋĺĺ ŕőń£řĺğăűĺĺ. Łőŋěůŋő ęě, őąě ¡šĺ ğăďăůĺ ć őąźěň śńşůăě ďőńęŋż řěÿăšĳś£ śőćňěśšŋő, ŋő šăłőě śőćňěśšŋőě řěÿěŋĺě ŋěćőğňőęŋő ąěğ ďőśšăšőůŋő ŕőńŋőčő řěÿěŋĺ£ łăęďőľ ĺğ ŋĺţ. Ć ŋăśšő£źěľ řăąőšě ňż ąşďěň ĺňěšĳ ďěńő šőńĳłő śő ćšőřőľ ğăďăůěľ: ŋăţőęďěŋĺěň ďěťőřňăűĺľ ŕřĺ ğăďăŋŋőľ ŕőń£řĺğăűĺĺ.

Ćő ćśěţ řăąőšăţ, ŕőść£źěŋŋżţ šăłőľ ğăďăůě ĺ ĺğćěśšŋżţ ăćšőřş ďăŋŋőľ śšăšĳĺ, ĺśŕőńĳğş¿šś£ őążůŋżě şŕřşčĺě čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£, σ_{ij} n_j = 0, ŋă śćőąőďŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ šěńă. Ć šő ęě ćřěň£, šăł łăł ć ďăŋŋőň śńşůăě ňż ĺňěěň ŋě őążůŋş¿, ă ňőďĺťĺűĺřőćăŋŋş¿ ťńěłśő¡ťťěłšőň šěőřĺ¿ şŕřşčőśšĺ, ĺśŕőńĳğőćăŋĺě őążůŋżţ čřăŋĺůŋżţ şśńőćĺľ ćżğżćăěš

1)e-mail: ˛tec@omskcity.com

śőňŋěŋĺě. Ĺ ďěľśšćĺšěńĳŋő, łăł ŕőłăğăńő ŕřőćěďěŋŋőě ĺśśńěďőćăŋĺě, ŕřĺ ŋăńĺůĺĺ ťńěłśő¡ťťěłšă ć őąźěň śńşůăě şŕřşčĺě čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£ šřěąş¿š ňőďĺťĺłăűĺĺ.

Ěśńĺ ŕőń£řĺğăűĺ£ ŋě řăćŋă ŋşń¿ ŋă čřăŋĺűě łřĺśšăńńă, šő, łăł ąşďěš £śŋő ĺğ ďăńĳŋěľÿěčő, ůăśšĳ śćőąőďŋőľ ¡ŋěřčĺĺ, ğăćĺś£źă£ őš şŕřşčĺţ śňěźěŋĺľ u_i, ďőńęŋă ćłń¿ůăšĳ łăł ňĺŋĺňşň śńěďş¿źĺě śńăčăěňżě:

F_1 = Z 1 2 c_{ijkl}u_{i,j} u_{k,l}dV, (1)

F_2 = Z 1 2 f_{ijkl}(P_{i,j} u_{k,l} − P_iu_{k,l,j} )dV, (2)

F_3 = Z 1 2 v_{ijklnm} u_{i,j,n}u_{k,l,m}dV, (3) čďě (. . . )_{,i} = ∂(. . . )/∂x_i, ŕőďřăğşňěćăěšś£ śşňňĺřőćăŋĺě ŕő ŕőćšőř£¿źĺňś£ ĺŋďěłśăň ĺ ňż ŕĺÿěň ŋěśĺňňěšřĺğőćăŋŋżě šěŋğőřż ďĺśšőřśĺĺ ćňěśšő śĺňňěšřĺğőćăŋŋżţ šěŋğőřőć ďěťőřňăűĺĺ. Ŕőśńěďŋěě ćŕőńŋě ňőęŋő ďěńăšĳ, šăł łăł őŋĺ ćśě řăćŋő śćőřăůĺćă¿šś£ ś śĺňňěšřĺůŋżňĺ ŕő śőőšćěšśšćş¿źĺň ĺŋďěłśăň ňăšěřĺăńĳŋżňĺ šěŋğőřăňĺ.

Ś ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋőľ šőůłĺ ğřěŋĺ£ řăćŋőćěśŋżě şŕřşčĺě śňěźěŋĺ£ őŕřěďěń£¿šś£ ňĺŋĺňşňőň F = F_1 + + F_2 + F_3, łőšőřżľ ňőęěš ążšĳ ŋăľďěŋ ćăřĳĺřőćăŋĺěň ŕő u_i ĺ ŕřĺřăćŋĺćăŋĺěň ŋşń¿ ŕőńşůă¿źěľś£ ćăřĺăűĺĺ δF , śőśšő£źěľ ĺğ šřěţ śńăčăěňżţ:

δF_1 = I c_{ijkl} u_{i,j} δu_kn_ldS − Z c_{ijkl} u_{i,j,l}δu_kdV , (4)

δF_2 = I f_{ijkl}P_{i,j} δu_kn_ldS − 1 2 I f_{ijkl}P_iδu_{k,l}n_j dS− − Z f_{ijkl}P_{i,j,l}δu_kdV, (5) 490 Ŕĺśĳňă ć ĘİŠŤ šőň 94 ćżŕ. 5 { 6 2011 δF_3 = I v_{ijklnm} u_{i,j,n}δu_{k,l}n_mdS− − I v_{ijklnm}u_{i,j,n,m}δu_kn_ldS+ + Z v_{ijklnm} u_{i,j,n,m,l}δu_kdV, (6)

čďě n { ěďĺŋĺůŋżľ ćěłšőř ŋőřňăńĺ ł ŕőćěřţŋőśšĺ

(ŋăřşęş őš őąžěňă).

Ŕřĺ ćăřĺăűĺ£ţ, ĺśůěğă¿źĺţ ŋă čřăŋĺűăţ, ňż ŕőńşůăěň ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£ ć őąžěňě σ_{kl,l} = 0, čďě σ_{kl} = c_{klij} u_{i,j} + f_{klij} P_{i,j} − v_{ijklnm} u_{i,j,n,m}. (7) Ůšő ęě łăśăěšś£ čřăŋĺůŋżţ şśńőćĺľ, šő őŋĺ ďőńęŋż ćżćőďĺšĳś£ ĺğ şśńőćĺ£ ğăŋşńěŋĺ£ šőľ ůăśšĺ δF , łőšőřă£ ŕřěďśšăćńěŋă ćżÿě ŕőćěřţŋőśšŋżňĺ ĺŋšěčřăńăňĺ. Šăłĺň őąřăğőň, ¡šĺ čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£ śőďěřęăšś£ ć şřăćŋěŋĺĺ I σ_{km}δu_kn_mdS + I θ_{klm}δu_{k,l}n_mdS = 0, (8) čďě θ_{klm} = v_{ijklnm} u_{i,j,n} − 1 2 f_{imkl}P_i. (9) Ěśńĺ ŕőń£řĺğăűĺ£ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ őąřăğűă řăćŋă ŋşń¿ (ć ŕřĺŋűĺŕě ďőśšăšőůŋő ğăŋşńěŋĺ£ ńĺÿĳ f_{imkl}P_in_m), šő ňőęŋő, ŋě ćśšşŕă£ ć ŕřőšĺćőřěůĺě ś śşźěśšćőćăŋĺěň ňĺŋĺňşňă F , ŕőńőęĺšĳ v_{ijlknm} = 0. Šőčďă ć (8) őśšăěšś£ šőńĳłő ŕěřćżľ ĺŋšěčřăń, łőšőřżľ, łăł ńěčłő şąěďĺšĳś£, ďăěš őążůŋżě čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£ śšăŋďăřšŋőľ šěőřĺĺ şŕřşčőśšĺ, σ_{km}n_m = 0. Őďŋăłő śĺšşăűĺ£ śšăŋőćĺšś£ ĺŋőľ, ěśńĺ ŕőń£řĺğăűĺ£ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ŋě řăćŋă ŋşń¿. Śşźěśšćěŋŋő, ůšő ŕřĺ ¡šőň ňż ŋě ňőęěň, ćőőąźě čőćőř£, śůĺšăšĳ ŋěğăćĺśĺňżňĺ δu_k ĺ δu_{k,l}. Ŕő¡šőňş ćšőřőľ ĺŋšěčřăń ć (8) ďőńęěŋ ążšĳ ŕřěőąřăğőćăŋ. İšő ąşďěš śďěńăŋő ďăńěě. Őďŋăłő ŕřěďćăřĺšěńĳŋő ŋşęŋő łřăšłő őąśşďĺšĳ ŋěőąţőďĺňżľ ďń£ šăłőčő ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ňăšěňăšĺůěśłĺľ ăŕŕăřăš.

Ğăňłŋşšă£ ŕőćěřţŋőśšĳ şŕřşčőčő šěńă ŋě ňőęěš ążšĳ ćś¿ďş ŕńőśłőľ. Ŕő¡šőňş ŋă šăłőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ćőğŋĺłăěš ďćşňěřŋă£ ŋěěćłńĺďőćă čěőňěšřĺ£. Ěśńĺ ąż ňż ĺŋšěřěśőćăńĺśĳ ĺśłń¿ůĺšěńĳŋő ďćşňěřŋżňĺ łăśăšěńĳŋżňĺ šěŋğőřăňĺ ŋă šăłőľ ŕőćěřţŋőśšĺ, šő ążńő ąż ćŕőńŋě ďőśšăšőůŋő őąźěĺğćěśšŋőľ řĺňăŋőćőľ čěőňěšřĺĺ. Őďŋăłő ć ťőřňşńş (8) ćţőď£š ğŋăůěŋĺ£ ŋě ďćşňěřŋżţ, ă šřěţňěřŋżţ šěŋğőřŋżţ őąžěłšőć ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ. Ŕő¡šőňş śšăŋďăřšŋżľ ăŕŕăřăš řĺňăŋőćőľ čěőňěšřĺĺ ŕřĺňěŋĺšěńĳŋő ł ŋăÿěľ ğăďăůě šřěąşěš ŋěłőšőřőľ ňőďĺťĺłăűĺĺ, łőšőřă£ őłăğżćăěšś£ ďőćőńĳŋő ěśšěśšćěŋŋőľ, ěśńĺ ćőśŕőńĳğőćăšĳś£ řěŕěřŋżň ťőřňăńĺğňőň. Ŋĺęě ňż łřăšłő őŕĺÿěň šřěąşěňżě ňőďĺťĺłăűĺĺ, ŕřĺůěň ĺŋšěřěśş£śĳ šőńĳłő ůăśšŋżň ćőŕřőśőň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ ćšőřőčő ĺŋšěčřăńă ć (8), ňż ŋě ąşďěň ćďăćăšĳś£ ć ŕőďřőąŋőśšĺ.

Ŕşśšĳ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ĺňěěšś£ ŕřőĺğćőńĳŋă£ ŋěőřšőčőŋăńĳŋă£ łőőřďĺŋăšŋă£ śěšłă. Őąőğŋăůĺň śőőšćěšśšćş¿źĺě łőőřďĺŋăšż ůěřěğ x^{(a)}, čďě ćěřţŋĺľ ĺŋďěłś ć śłőąłăţ ŕřőąěčăěš ďćă ğŋăůěŋĺ£: 1 ĺ 2. Ůšőąż őšńĺůăšĳ őąžěňŋżě ďěłăřšőćż łőőřďĺŋăšż őš łřĺćőńĺŋěľŋżţ ŕőćěřţŋőśšŋżţ, ĺŋďěłśż ŕőśńěďŋĺţ ňż ğăłń¿ůăěň ć śłőąłĺ. Ććěďěň šřěţňěřŋżě řěŕěřŋżě ćěłšőřż e_{i(a)}, łăśăšěńĳŋżě ł łőőřďĺŋăšŋőľ śěšłě. Ŕőďůěřłŋěň, ůšő, ć őšńĺůĺě őš śĺšşăűĺĺ řĺňăŋőćőľ čěőňěšřĺĺ, řăğňěřŋőśšĳ řěŕěřŋżţ ćěłšőřőć ş ŋăś ŋě śőćŕăďăěš ś řăğňěřŋőśšĳ¿ řěŕěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă. Ňőďşńĺ ¡šĺţ ćěłšőřőć (ŕő ěćłńĺďőćőľ ňěšřĺłě šřěţňěřŋőčő ŕřőśšřăŋśšćă) ŋőřňĺřőćăŋż šěň şśńőćĺěň, ůšő ŕřĺ ŕěřěňěźěŋĺ£ţ ćďőńĳ ŕőćěřţŋőśšĺ dr_i = e_{i(a)}dx^{(a)}. Őšś¿ďă śńěďşěš, ůšő dr^2 = e_{i(a)}e_{i(b)}dx^{(a)}dx^{(b)}, šăł ůšő e_{i(a)}e_{i(b)} { ňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř ć ŕőćěřţŋőśšŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš. Řěŕěřŋżě ćěłšőřż ć őąźěň śńşůăě ŋě őřšőčőŋăńĳŋż. Ŕő¡šőňş ććőďĺň ěźě ĺ ćğăĺňŋżľ ąăğĺś e^{(a)}_i . Šřěţňěřŋżě ĺŋďěłśż śůĺšăěň őšŋőś£źĺňĺś£ ł čńőąăńĳŋőľ ďěłăřšőćőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš ĺ ŋě ŕőďřăğďěń£ěň ĺţ ŋă ćěřţŋĺě ĺ ŋĺęŋĺě.

§śŋő, ůšő e^{(a)}_i = g^{(a)(b)}e_{i(b)}, ŕřĺůěň ¡šă ŕăřă šőęě łăśăšěńĳŋă ł ŕőćěřţŋőśšĺ (ŋő şęě ŋě ł łőőřďĺŋăšŋőľ śěšłě). Ňăšřĺűă g^{(a)(b)} őŕřěďěń£ěšś£ ěśšěśšćěŋŋżň şśńőćĺěň: e^{(a)}_i e_{i(b)} = δ^{(a)}_{(b)} . Ććěďěň šăłęě ňăšřĺűş g_{(a)(b)}, őąřăšŋş¿ g^{(a)(b)}. Ś ŕőňőźĳ¿ ¡šĺţ ďćşţ ňăšřĺű ňőęŋő őążůŋżň őąřăğőň ŕőďŋĺňăšĳ ĺ őŕşśłăšĳ řěŕěřŋżě ĺŋďěłśż. Ĺğ e^{(a)}_i = g^{(a)(b)}e_{i(b)} śńěďşěš e_{i(c)}e^{(a)}_i = e_{i(c)}g^{(a)(b)}e_{i(b)} ĺ ďăńěě δ^{(a)}_{(c)} = g^{(a)(b)}e_{i(b)}e_{i(c)}. Ŕő¡šőňş g_{(a)(b)} = e_{i(a)}e_{i(b)}, šăł ůšő g_{(a)(b)} { ňěšřĺůěśłĺľ šěŋğőř ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ. Ŕőďŋĺňă£ ĺŋďěłśż, šăłęě ŕőńşůăěň g^{(a)(b)} = e^{(a)}_i e^{(b)}_i .

Ń¿ąőľ łăśăšěńĳŋżľ ł ŕőćěřţŋőśšĺ ćěłšőř τ_i ňőęěš ążšĳ řăğńőęěŋ ŕő ŕăřě řěŕěřŋżţ ćěłšőřőć, ŋăŕřĺňěř ś ćěřţŋĺňĺ ĺŋďěłśăňĺ, ŕřĺůěň łő¡ťťĺűĺěŋšż { ¡šő śłăń£řŋżě ŕřőĺğćěďěŋĺ£ ś ćğăĺňŋżň ąăğĺśőň. Šăłĺň őąřăğőň, τ_i = e^{(a)}_i e_{j(a)}τ_j . Ń¿ąőľ ęě ŋőřňăńĳŋżľ ł ŕőćěřţŋőśšĺ ćěłšőř, śćěřŋşšżľ ŕő šřěţňěřŋżň ĺŋďěłśăň ś ń¿ążň řěŕěřŋżň ćěłšőřőň, ďăěš ŋşńĳ. Ŕő¡šőňş e^{(a)}_i e_{j(a)} { ¡šő ŕřőěłšőř ŋă łăśăšěńĳŋş¿ ŕńőśłőśšĳ. Őŋ ňőęěš ążšĳ śšăŋďăřšŋżň őąřăğőň ŕřěďśšăćńěŋ łăł řăğŋőśšĳ ěďĺŋĺůŋőčő őŕěřăšőřă ĺ ŕřőěłšőřă ŋă ŋőřňăńĳ: e^{(a)}_i e_{j(a)} = δ_{ij} − n_in_j . Őąřăšĺň ćŋĺňăŋĺě ŋă šő, ůšő ć őążůŋőľ řĺňăŋőćőľ čěőňěšřĺĺ ć ğăŕĺśăŋŋőľ ťőřňşńě ŋě ążńő ąż ŕőśńěďŋěčő śńăčăěňőčő.

Ŕĺśĳňă ć ĘİŠŤ šőň 94 ćżŕ. 5 { 6 2011

492 Ă. Ś. đřłőć

Ćěłšőř ¡ńěňěŋšăřŋőľ ŕńőźăďłĺ ćżřăęăěšś£ ůěřěğ řěŕěřŋżě ćěłšőřż śńěďş¿źĺň őąřăğőň: n_idS = = ε_{ijk} dr^{(1)}_j dr^{(2)}_k . Ďěńă£ őůěćĺďŋżě ŕőďśšăŋőćłĺ, ŕőńşůăěň n_idS = ε_{ijk} e_{j(1)}e_{k(2)}d^2x, čďě ůěřěğ d^2x ňż őąőğŋăůĺńĺ dx^{(1)}dx^{(2)}. Śăňă ęě ŕńőźăďłă ŕőńşůăěšś£ ćğ£šĺěň śłăń£řŋőčő łćăďřăšă ¡šőčő ćěłšőřă ĺ ĺğćńěůěŋĺěň łőřŋ£. Ć ĺšőčě ŕőńşůăěšś£ dS = √gd^2x, n_i = g�^{1/2}ε_{ijk} e_{j(1)}e_{k(2)}, čďě g = det g_{(a)(b)}.

Ŋăň šăłęě ŕőŋăďőąĺšś£ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺě šřěţňěřŋżţ őąžěłšőć ŕő łřĺćőńĺŋěľŋżň łőőřďĺŋăšăň ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ. Őůěćĺďŋő, ůšő ďĺťťěřěŋűĺăń ŋěłőšőřőčő šřěţňěřŋőčő šěŋğőřŋőčő őąžěłšă A_{...} ŕřĺ ĺğňěŋěŋĺĺ ŕőćěřţŋőśšŋżţ łőőřďĺŋăš ŋă dx^{(a)} řăćěŋ dA_{...} = A_{...,i}dr_i. Šőčďă, ĺśŕőńĳğş£ ŕřĺćěďěŋŋőě ćżÿě ćżřăęěŋĺě ďń£ dr_i, ňż ňőęěň ğăŕĺśăšĳ dA_{...} = = A_{...,i}e_{i(a)}dx^{(a)}. Őšś¿ďă £śŋő, ůšő ůăśšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě ŕő ŕőćěřţŋőśšŋżň łőőřďĺŋăšăň őŕřěďěń£¿šś£ śńěďş¿źĺň őąřăğőň: A_{...,(a)} = A_{...,i}e_{i(a)}. Ğăňěšĺň, ůšő ďń£ šěŋğőřőć, śćěřŋşšżţ ś řěŕěřŋżňĺ ćěłšőřăňĺ ĺ/ĺńĺ ŋőřňăńĳ¿, ćżřăęěŋĺě ążńő ąż śńőęŋěě: ŕő- £ćĺńĺśĳ ąż ŕřőĺğćőďŋżě őš řěŕěřŋżţ ćěłšőřőć ĺ/ĺńĺ őš ŋőřňăńĺ. Ć šăłőľ śĺšşăűĺĺ ďőćőńĳŋő ěśšěśšćěŋŋő ććőďĺšĳ łőćăřĺăŋšŋżě ŕřőĺğćőďŋżě. Őďŋăłő ďń£ ŋăÿĺţ ćěśĳňă şğłĺţ űěńěľ ňż őąőľďěňś£ ąőńěě ¡ńěňěŋšăřŋżňĺ śřěďśšćăňĺ, ćżůĺśń££ šăłĺě śćěřšłĺ £ćŋő.

Šěŕěřĳ ňőęŋő ŕěřěţőďĺšĳ ł ćżćőďş čřăŋĺůŋżţ şśńőćĺľ. Ďń£ ¡šőčő ŋăďő ŕřěőąřăğőćăšĳ ćšőřőľ ĺŋšěčřăń ć (8). Ćśšăćń££ ďőŕőńŋĺšěńĳŋő śĺňćőń Łřőŋěłěřă δ_{jl} ĺ ğăňěŋ££ ěčő ć śőőšćěšśšćĺĺ śő śłăğăŋŋżň ćżÿě ŋă e_{j(a)}e^{(a)}_l + n_ln_j , ŕěřěŕĺÿěň ěčő łăł I θ_{klm}δu_{k,l}n_mdS = I θ_{klm}δu_{k,j} n_j n_ln_m √ gd^2x + + I θ_{klm}δu_{k,j} e_{j(a)}e^{(a)}_l n_m √ gd^2x. (10)

Ŕěřćőě śńăčăěňőě ć ŕřăćőľ ůăśšĺ ŕřěőąřăğőćăŋő ążšĳ ŋě ňőęěš. Ć ŋěň śšőĺš ŕřőĺğćőďŋă£ ŕő ŋőřňăńĺ ł ŕőćěřţŋőśšĺ, łőšőřă£ ŋě ĺňěěš ŋĺłăłőčő őšŋőÿěŋĺ£ ł ĺŋšěčřĺřőćăŋĺ¿ ŕő ŕőćěřţŋőśšĺ. Ćšőřőě ęě śńăčăěňőě śőďěřęĺš ćżřăęěŋĺě u_{k,j} e_{j(a)}, łőšőřőě £ćń£ěšś£, łăł ňż ćĺďěńĺ ćżÿě, ŕřőĺğćőďŋőľ ŕő x^{(a)}. Ĺňěŋŋő ¡šőš ťăłš ŕőğćőń£ěš ŕřőćěśšĺ ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ŕő ůăśš£ň. Ćżŕőńŋ££ šăłőě ĺŋšěčřĺřőćăŋĺě ĺ śŋőćă ďěńă£ ŕřőśšżě ňăŋĺŕşń£űĺĺ ś ťőřňşńőľ δ_{jl} = e_{j(a)}e^{(a)}_l + n_ln_j , ŕőńşůăěň I θ_{klm}δu_{k,l}n_mdS = I θ_{klm}δu_{k,j} n_j n_ln_mdS+ + I θ_{klm,j} n_j n_ln_mδu_kdS − I θ_{klm,l}n_mδu_kdS− − I θ_{klm}γ_{lm}δu_kdS, (11) čďě γ_{lm} = (e^{(a)}_l n_m √ g)_{,(a)}g�^{1/2}. (12)

Šěŕěřĳ ćőğćřăźăěňś£ ł şřăćŋěŋĺ¿ (8). Ěśńĺ ĺśŕőńĳğőćăšĳ (11), šő (8) ŕřěőąřăğşěšś£ ć şśńőćĺě řăćěŋśšćă ŋşń¿ śşňňż ŕ£šĺ ĺŋšěčřăńőć: őďĺŋ ĺŋšěčřăń śőďěřęĺš ŕřőĺğćőďŋş¿ őš δu_k ŕő ŋőřňăńĺ ł ŕőćěřţŋőśšĺ (¡šőš ůńěŋ śőőšćěšśšćşěš ŕěřćőňş ĺŋšěčřăńş ć ŕřăćőľ ůăśšĺ (11)), ůěšżřě ĺŋšěčřăńă śőďěřęăš śăňş ćăřĺăűĺ¿ δu_k. Ŕřőĺğćőďŋş¿ ŕő ŋőřňăńĺ δu_{k,j} n_j ŋşęŋő śůĺšăšĳ ŋěğăćĺśĺňőľ ćěńĺůĺŋőľ. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ğăďăć δu_k ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ, ňż ňőęěň łăł şčőďŋő ŕřőďőńęăšĳ ¡šş ťşŋłűĺ¿ ŕő ŋőřňăńĺ ł ŕőćěřţŋőśšĺ. Ŋő ěśńĺ ¡šă ŕřőĺğćőďŋă£ ŋěğăćĺśĺňă, šő ňż šşš ęě ŕőńşůăěň ŕěřćőě čřăŋĺůŋőě şśńőćĺě:

θ_{klm}n_ln_m|_S = 0. (13)

Ğăŋşńěŋĺě ęě śşňňż őśšăćÿĺţś£ ĺŋšěčřăńőć ďăěš ćšőřőě čřăŋĺůŋőě şśńőćĺě: σ_{km}n_m + θ_{klm,j} n_j n_ln_m − θ_{klm,l}n_m − θ_{klm}γ_{lm}|_S = 0. (14)

İšĺ ťőřňşńż £ćń£¿šś£ čřăŋĺůŋżňĺ şśńőćĺ£ňĺ ł şřăćŋěŋĺ£ň şŕřşčőčő řăćŋőćěśĺ£ ć őąžěňě ś şůěšőň ťńěłśő¡ńěłšřĺůěśłőčő ¡ťťěłšă ć őąźěľ ťőřňě.

Ŋěőąţőďĺňő ğăňěšĺšĳ, ůšő šăł łăł ŕő ćśěľ ŕőćěřţŋőśšĺ θ_{klm}n_ln_m = 0, ąşďěš řăćŋă ŋşń¿ šăłęě ĺ ŕřőĺğćőďŋă£ ćďőńĳ ŕőćěřţŋőśšĺ őš ¡šőčő ćżřăęěŋĺ£. Ć řěğşńĳšăšě ňőęŋő ŕőńşůĺšĳ šőęďěśšćă, ŕőğćőń£¿źĺě ć łőŋłřěšŋżţ śńşůă£ţ ŕřĺďăšĳ şśńőćĺ¿ (14) ĺŋş¿ ťőřňş. İšő ňőęěš őłăğăšĳś£ şďőąŋżň ć łőŋłřěšŋżţ ćżůĺśńěŋĺ£ţ. Ćňěśšě ś šěň ťőřňă (14) ĺňěěš šő őąźěšěőřěšĺůěśłőě ŕřěĺňşźěśšćő, ůšő ć ŋěľ £ćŋő ćĺďŋă łőćăřĺăŋšŋőśšĳ ŕő őšŋőÿěŋĺ¿ ł ŕőćőřőšăň čńőąăńĳŋőľ šřěţňěřŋőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš. Łřőňě šőčő, ŕřĺ šăłőľ ťőřňě ćśě, ůšő őšŋőśĺšś£ ł čěőňěšřĺĺ ŕőćěřţŋőśšĺ ĺ šőńĳłő ł ŋěľ, őąžěďĺŋ£ěšś£ ć ěďĺŋśšćěŋŋőň šřěţňěřŋőň šěŋğőřě γ_{lm}. Ğăňěšĺň, ůšő γ_{lm} { ĺŋćăřĺăŋš őšŋőśĺšěńĳŋő śňěŋż łőőřďĺŋăšŋőľ śěšłĺ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ, ă ąőńĳÿě ţăřăłšěřĺśšĺłĺ ¡šőľ śěšłĺ ŋĺłşďă ŋě ćţőď£š. Ŕő¡šőňş ŕőśńě šőčő, łăł ćżůĺśńěŋ šěŋğőř γ_{lm}, ďăńěě ő łőőřďĺŋăšŋőľ śěšłě ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ ňőęŋő ğăążšĳ.

Ć ŕřĺŋűĺŕĺăńĳŋőň őšŋőÿěŋĺĺ ťőřňşńż, ğăŕĺśăŋŋżě ćżÿě, řěÿă¿š ĺŋšěřěśş¿źş¿ ŋăś ŕřőąńěňş. Ŋő ďń£ őąśşęďěŋĺ£ ťĺğĺůěśłőľ śšőřőŋż ćőŕřőśă ęěńăšěńĳŋő ¡šĺ ťőřňşńż ňăłśĺňăńĳŋő şŕřőśšĺšĳ. Ŕşśšĳ z = ζ(x, y) { şřăćŋěŋĺě ŕőćěřţŋőśšĺ. Łőőřďĺŋăšŋş¿ ęě śěšłş ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ őąřăğşěň ŕşšěň ŕřőěűĺřőćăŋĺ£ ćďőńĳ őśĺ OZ ďěłăřšőćőľ łőőřďĺŋăšŋőľ śěšłĺ ŋă ŕńőśłőśšĺ OXY . Ŕřĺ ¡šőň x^{(1)} { ¡šő ťăłšĺůěśłĺ

Ŕĺśĳňă ć ĘİŠŤ šőň 94 ćżŕ. 5 { 6 2011 ďěłăřšőćă łőőřďĺŋăšă x, ă x^{(2)} { ďěłăřšőćă łőőřďĺŋăšă y. Ğăňěšĺň, ůšő ŕřĺ ďĺťťěřěŋűĺřőćăŋĺĺ šřěţňěřŋżţ őąžěłšőć ¡šĺ łőőřďĺŋăšż śńěďşěš ćśě ęě řăğńĺůăšĳ. Ŋăŕřĺňěř, (. . . )_{,x} { ¡šő ŕřőĺğćőďŋă£ ćďőńĳ ŋăŕřăćńěŋĺ£ őśĺ OX, ă (. . . )_{,(1)} { ŕřőĺğćőďŋă£ ćďőńĳ łăśăšěńĳŋőčő ł ŕőćěřţŋőśšĺ ŋăŕřăćńěŋĺ£, ĺňě¿źěčő ć őąźěň śńşůăě z-śőśšăćń£¿źş¿ ĺ śőćŕăďă¿źěčő ś ŋăŕřăćńěŋĺěň OX šőńĳłő ŕőśńě ŕřőěűĺřőćăŋĺ£.

Ć őŕĺśăŋŋőľ śĺśšěňě łőőřďĺŋăš řěŕěřŋżě ćěłšőřż ĺňě¿š ŕřőśšőľ ćĺď: e_{(1)} = {1, 0, ζ_{,x}}, e_{(2)} = = {0, 1, ζ_{,y}}, ă ďăńĳŋěľÿĺě ćżłńăďłĺ śćőď£šś£ ł ¡ńěňěŋšăřŋőľ, ţőš£ ĺ ďőćőńĳŋő őąžěňŋőľ ăńčěąřě. Ŕřĺ ¡šőň ďń£ γ_{lm} ŕőńşůă¿šś£ čřőňőğďłĺě ćżřăęěŋĺ£. Ćňěśšě ś šěň őŋĺ řăďĺłăńĳŋő şŕřőźă¿šś£, ěśńĺ śĺśšěňş čńőąăńĳŋżţ łőőřďĺŋăš ćżąřăšĳ šăł, ůšő ć řăśśňăšřĺćăěňőľ šőůłě ŕőćěřţŋőśšĺ őśĳ OZ ďěłăřšőćőľ śĺśšěňż łőőřďĺŋăš ŕěřŕěŋďĺłşń£řŋă ¡šőľ ŕőćěřţŋőśšĺ. Ďń£ őąśşęďěŋĺ£ ťĺğĺůěśłĺţ ăśŕěłšőć ďőśšăšőůŋő ¡šőčő śńşůă£, ďă ĺ ŕřĺ łőŋłřěšŋżţ ćżůĺśńěŋĺ- £ţ ćśěčďă ňőęŋő ďěńăšĳ ŕřěőąřăğőćăŋĺě γ_{lm} ĺğ őďŋőľ ďěłăřšőćőľ śĺśšěňż ć ďřşčş¿ ŕő őążůŋżň ŕřăćĺńăň ŕřěőąřăğőćăŋĺ£ šřěţňěřŋőčő šěŋğőřă.

Ěśńĺ n||OZ, šő ŕř£ňżě ćżůĺśńěŋĺ£ ďă¿š γ_{αβ} = = −ζ_{,α,β}, γ_{zα} = γ_{αz} = 0, γ_{zz} = ζ_{,α,α}. Ğďěśĳ ĺ ďăńěě čřěůěśłĺňĺ ąşłćăňĺ ňż őąőğŋăůăěň šřěţňěřŋżě ĺŋďěłśż, ŕřőąěčă¿źĺě šőńĳłő ğŋăůěŋĺ£ x ĺ y. Ćěńĺůĺŋş γ_{zz} ňőęŋő őŕşśšĺšĳ, šăł łăł őŋă ćśě řăćŋő şňŋőęăěšś£ ŋă θ_{kzz} , ŋşńěćş¿ ć śĺńş (13). Ć ĺšőčě čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£ ŕřĺőąřěšă¿š šăłőľ ćĺď: σ_{kz} − θ_{kαz,α} + θ_{kβα}ζ_{,α,β} = 0, (15)

θ_{kzz} = 0. (16)

Ňż ćĺďĺň, ůšő ŋăÿĺ čřăŋĺůŋżě şśńőćĺ£ ŋě śőćŕăďă¿š ś čřăŋĺůŋżňĺ şśńőćĺ£ňĺ śšăŋďăřšŋőľ šěőřĺĺ şŕřşčőśšĺ. Łřőňě šőčő, şśńőćĺľ śšăńő ąőńĳÿě, ůšő ćŕőńŋě ěśšěśšćěŋŋő, šăł łăł ŕőćżśĺńś£ ŕőř£ďőł ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ, σ_{km}n_m ≠ 0.

Ďăęě ěśńĺ ŋě őąřăźăšĳ ćŋĺňăŋĺ£ ŋă ůńěŋż ś ćżśÿĺňĺ ŕřőĺğćőďŋżňĺ őš şŕřşčĺţ śňěźěŋĺľ, šő ć ń¿- ąőň śńşůăě θ_{klm} śőďěřęĺš ć śěąě ć łăůěśšćě śńăčăěňőčő −(1/2)f_{imkl}P_i, ă ŕőśńěďŋěě śńăčăěňőě ć (15) ŕřĺćőďĺš ł šőňş, ůšő ŕőćěřţŋőśšŋőě ğŋăůěŋĺě σ_{km}n_m śőďěřęĺš ć śěąě ¡šş ćěńĺůĺŋş, ŕřőŕőřűĺőŋăńĳŋş¿ ŕőń£řĺğăűĺĺ, śćěřŋşšş¿ ś łřĺćĺğŋőľ ŕőćěřţŋőśšĺ ζ_{,α,β} . Őšś¿ďă ňőęŋő śďěńăšĳ ćżćőď ő šőň, ůšő ďăęě ŕřĺ śšřőčő őďŋőřőďŋőľ ŕőń£řĺğăűĺĺ ğă śůěš ťńěłśő- ¡ťťěłšă šěńő ąşďěš ďěťőřňĺřőćăšĳś£, ŋěśňőšř£ ŋă šő ůšő őďŋőřőďŋă£ ŕőń£řĺğăűĺ£ ŋě ćţőďĺš ć őąžěňŋżě ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżě şřăćŋěŋĺ£ řăćŋőćěśĺ£.

Ďřşčőľ ćăęŋżľ ćżćőď ğăłń¿ůăěšś£ ć šőň, ůšő ěśńĺ šěńő ĺňěěš őśšřżě řěąřă, šő ŋă ŋĺţ łřĺćĺğŋă őąřăźăěšś£ ć ąěśłőŋěůŋőśšĳ ĺ şłăğăŋŋă£ ćěńĺůĺŋă ŕřĺ ¡šőň šăłęě őąřăźăěšś£ ć ąěśłőŋěůŋőśšĳ. Ŕő¡šőňş řěăńĳŋżě řăśůěšż šřěąş¿š śčńăęĺćăŋĺ£ šăłĺţ řěąěř ńĺąő ğďěśĳ ŋşęŋő ŕřőćőďĺšĳ śŕěűĺăńĳŋżľ ăŋăńĺğ.

Őšňěšĺň šăłęě, ůšő ŕřěďěńĳŋżľ ŕěřěţőď v_{ijklnm} → 0 śĺŋčşń£řěŋ, ůšő ţőřőÿő ćĺďŋő ĺğ ŕőńşůěŋŋżţ ťőřňşń. Ďěľśšćĺšěńĳŋő, ěśńĺ řăśŕĺśăšĳ (16) łăł v_{ijkznz} u_{i,j,n} − (f_{izkz} P_i)/2 = 0, šő ŕőŋ£šŋő, ůšő ŕřĺ łőŋěůŋőň ćšőřőň śńăčăěňőň ĺ v_{ijkznz} → 0 ŕőńşůăěšś£ u_{i,j,n} → ∞.

Ĺğ ĺğńőęěŋŋőčő ćżÿě ďőśšăšőůŋő £śŋő, ůšő řěÿěŋĺě łőŋłřěšŋżţ ğăďăů ŕő őŕřěďěńěŋĺ¿ ďěťőřňăűĺĺ ğă śůěš ťńěłśő¡ťťěłšă ŕřĺ şśńőćĺĺ ŋěŋşńěćőľ ŕőń£- řĺğăűĺĺ ŋă ŕőćěřţŋőśšĺ šřěąşěš řěÿěŋĺ£ ďőćőńĳŋő śńőęŋżţ ďĺťťěřěŋűĺăńĳŋżţ şřăćŋěŋĺľ ŕřĺ ŋěŕřőśšżţ čřăŋĺůŋżţ şśńőćĺ£ţ. Ń¿ąă£ šăłă£ ğăďăůă ćŕőńŋě ňőęěš śőśšăćń£šĳ ŕřěďňěš őšďěńĳŋőčő ĺśśńěďőćăŋĺ£. Šěň ŋě ňěŋěě łőřřěłšŋőě řěÿěŋĺě ŕőďőąŋżţ ğăďăů ŕřěďśšăćń£ěšś£ ŋěćőğňőęŋżň ąěğ şůěšă šěőřěšĺůěśłĺţ řěğşńĳšăšőć, ĺğńőęěŋŋżţ ćżÿě.

Ăćšőř ąńăčőďăřĺš Ă.Ł. Šăčăŋűěćă ğă ňŋőčőůĺśńěŋŋżě ďĺśłşśśĺĺ, ć řěğşńĳšăšě łőšőřżţ śťőřňĺřőćăńăśĳ ğăďăůă, řěÿěŋŋă£ ć ďăŋŋőľ řăąőšě.

1. Ă. Ł. Šăčăŋűěć, ŞŤŊ 152, 423 (1987).

2. W. Ma and L. E. Cross, Appl. Phys. Lett. 82, 3293 (2003). 3. J. Y. Fu, W. Zhu, N. Li, and L. E. Cross, J. of Appl. Phys.

100, 024112 (2006).

4. P. Zubko, G. Catalan, A. Buckley et al., Phys. Rev. Lett.

99, 167601 (2007).

5. R. Maranganti, N. D. Sharma, and P. Sharma, Phys. Rev.

B 74, 014110 (2006).

6. E. A. Eliseev, A. N. Morozovska, M. D. Glinchuk, and R. Blinc, Phys. Rev. B 79, 165433 (2009).

7. J. Fousek, L. E. Cross, and D. B. Litvin, Mat. Lett. 39, 287 (1999).

8. L. E. Cross, J. of Mat. Science 41, 53 (2006). 9. B. Chu, W. Zhu, and L. E. Cross, J. of Applied Phys.

106, 104109 (2009).

Ŕĺśĳňă ć ĘİŠŤ šőň 94 ćżŕ. 5 { 6 2011