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Исходя из вариационной формулировки общерелятивистской идеальной гидродинамики выводятся

упрощенные уравнения для медленных движений слабо стратифицированной (по энтропии) жидкости

внутри либо вблизи массивного астрофизического объекта при условиях, что гравитационное поле в

главном порядке является центрально-симметричным и статическим, а влияние магнитного поля пре-

небрежимо мало. Внутренние волны и вихри в таких системах оказываются мягкими модами по сравне-

нию со звуком. Это позволяет сформулировать “звуконепроницаемую” гамильтонову модель. Последняя

является аналогом нерелятивистских гидродинамических “безэластичных моделей” (anelastic models),

широко используемых в науке об атмосфере, геофизике и астрофизике при исследованиях внутренних

волн и/или конвекции в пространственно-неоднородных сжимаемых средах.
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Введение. Крупномасштабные движения суще-
ственно сжимаемой жидкой среды (газа, плазмы,
звездной материи) часто происходят на фоне
пространственно-неоднородного распределения ее
плотности, которое обусловлено наличием гравита-
ционного поля. В качестве физических примеров
можно привести распространение внутренних волн
и/или конвекцию в атмосферах планет, а также
аналогичные процессы внутри звезд. При иссле-
дованиях подобных систем весьма существенным
оказывается тот факт, что (локальная) скорость
распространения звуковых волн обычно многократ-
но превышает характерные скорости течения. При
этом плотность жидкого элемента может сильно
меняться при его движении, приближенно следуя
равновесному статическому профилю ρ̄(r). Наличие
(в рамках полных гидродинамических уравнений)
“жестких” – акустических – степеней свободы
препятствует эффективному численному моделиро-
ванию динамики “мягких” мод – внутренних волн и
вихрей, которые представляют наибольший интерес.
Чтобы преодолеть эту трудность, в свое время
были предложены различные приближенные моде-
ли с “отфильтрованными” акустическими модами
(см. [1–6] и ссылки там). Многие из этих “звуко-
непроницаемых” (soundproof) гидродинамических
моделей вместо полного уравнения непрерывности
ρt + ∇(ρv) = 0 используют его усеченный вари-
ант: ∇(ρ̄v) = 0. Такое приближение называют
безэластичным (anelastic). При этом, разумеется,
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разного рода упрощениям подвергается и правая
часть динамического уравнения Навье–Стокса.
Поскольку равновесный профиль ρ̄(r) зависит от
распределения удельной энтропии s (которая в
консервативном случае подчиняется уравнению пе-
реноса st + v · ∇s = 0), безэластичные модели могут
быть приближенно справедливы лишь при условии
относительно слабой стратификации: |s̃|/s0 ≪ 1,
где s̃(t, r) = s(t, r) − s0 представляет собой малое
отклонение от некоторой постоянной величины s0
(подразумевается, что энтропия равна нулю при
нулевой температуре). Другими словами, должны
иметься в виду почти изэнтропические течения.
Для случая сильной стратификации были предло-
жены звуконепроницаемые модели с более сложной
структурой (обсуждение некоторых вариантов см. в
[4–7]).

Большинство опубликованных к настоящему вре-
мени работ с применением звуконепроницаемых мо-
делей относится к нерелятивистской гидродинами-
ке (см., например, [8–13] и ссылки там). Только от-
носительно недавно было проведено несколько об-
щерелятивистских исследований, где безэластичное
приближение введено и использовано для численно-
го моделирования движения жидкости внутри либо
вблизи массивного астрофизического объекта, кото-
рый сильно искривляет пространство-время [14–16].
В целом свойства звуконепроницаемых моделей в об-
щерелятивистской гидродинамике исследованы пока
недостаточно. Например, не выяснен вопрос об их га-
мильтоновой структуре. Данная работа призвана в
некоторой мере исправить эту ситуацию. Ее главной
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целью является вывод гамильтоновой безэластичной
модели, пригодной для описания медленных течений
жидкой среды в сильном статическом центрально-
симметричном гравитационном поле. При этом будет
подразумеваться, что полная релятивистская плот-
ность ε энергии жидкости, измеренная в локально
сопутствующей системе отсчета, связана определен-
ным уравнением состояния ε(n, s) с плотностью n
числа сохраняющихся частиц и с энтропией s, при-
ходящейся на одну такую частицу [17]. Магнитное
поле и тепловое излучение здесь не учитываются.
В качестве промежуточного результата будет пока-
зано, каким образом, несмотря на предполагаемую
медленность течений по сравнению со скоростью све-
та (которая здесь отнормирована на единицу), кри-
визна пространства-времени модифицирует гамиль-
тониан и уравнения движения жидкости по сравне-
нию с нерелятивистской теорией. Следует заметить,
что все диссипативные эффекты окажутся за рамка-
ми данного рассмотрения. В случае устойчивой стра-
тификации пренебрежение вязкостью, теплопровод-
ностью и диффузией обычно вполне уместно. Однако
для корректного описания конвекции (при неустой-
чивой стратификации) учет диссипации принципи-
ально важен. В таком случае наша теория неприме-
нима.

Общая структура уравнений. Напомним
некоторые сведения из канонической теории жид-
ких сплошных сред (для сравнения см. [18], где
исследовался изэнтропический случай). Отметим,
что используемый здесь подход позволяет получать
гидродинамические уравнения движения непо-
средственно для физических полей: плотности,
скорости и энтропии. Этим он отличается от метода
лагранжианов со связями, где уравнения движе-
ния содержат вспомогательные поля, являющиеся
неопределенными множителями Лагранжа [19–21].

Как известно, полное (так называемое лагран-
жево) описание течения некоторой сплошной сре-
ды можно задавать трехмерным отображением r =
= x(t, a), которое указывает пространственные ко-
ординаты каждой материальной точки, помеченной
маркером a = (a1, a2, a3), в произвольный момент
времени t. Маркировку a всегда можно выбрать та-
ким образом, чтобы количество вещества, приходя-
щееся на малый объем d3a в пространстве маркеров,
было равно этому объему. Поскольку динамическая
система предполагается консервативной, уравнения
движения для отображения x(t, a), а также для име-
ющихся в системе полей (в нашем случае это будут
компоненты метрического тензора gik(t, r), опреде-
ляющего элемент интервала в пространстве-времени
dŝ2 = gikdx

idxk), следуют из вариационного принци-
па:

δI = δ

∫

L{x(t, a), gik(t, r)}dt = 0, (1)

где лагранжиан L является функционалом от x(t, a),
gik(t, r) и их производных, конкретный вид которо-
го для релятивистской гидродинамики будет ука-
зан далее. Отметим весьма существенное обстоятель-
ство: мы имеем дело именно с текучей средой. Свой-
ство текучести проявляется в том, что фактически
в лагранжиан L зависимость от x(t, a) входит лишь
посредством трех так называемых эйлеровых по-
лей: поля относительной (“координатной”) плотности
ρ(t, r), поля скорости v(t, r) и поля энтропии s(t, r),
т.е. L = L{ρ,v, s, gik}, причем

ρ(t, r) = (1/det‖∂x/∂a‖)|
a=x

−1(t,r), (2)

v(t, r) = ẋ(t, a)|
a=x

−1(t,r), (3)

s(t, r) = s∗(a)|a=x
−1(t,r). (4)

Из этих определений следует, что динамика “плотно-
сти” ρ(t, r) подчиняется уравнению непрерывности в
его стандартном виде:

ρt +∇ · (ρv) = 0, (5)

а динамика поля s определяется уравнением перено-
са:

st + v · ∇s = 0. (6)

Как известно, условие равенства нулю вариации
действия I =

∫

Ldt при варьировании по δx(t, a) име-
ет вид

δL
δx(a)

− d

dt

δL
δẋ(a)

= 0, (7)

где d/dt = (∂t+v ·∇) — производная по времени при
фиксированном a (субстанциональная производная).
С учетом соотношений между вариациями:

δρ(r) = −∇(ρ · δx), (8)

δv(r) = δẋ− (δx · ∇)v, (9)

δs(r) = −δx · ∇s, (10)

уравнение (7) может быть записано в эйлеровом
представлении следующим образом (обобщенное
уравнение Эйлера):

(∂t + v · ∇)

(

1

ρ
· δL
δv

)

+
1

ρ

(

δL
δvα

)

∇vα =

= ∇
(

δL
δρ

)

−
(

δL
δs

) ∇s

ρ
. (11)

Вместе с условиями δI/δgik = 0 уравнения (5), (6) и
(11) полностью определяют эволюцию гидродинами-
ческой системы. Важно, что для моделей рассмат-
риваемого типа справедлива (обобщенная) теорема
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Эртеля [17, 21]. Эта теорема утверждает сохранение
циркуляции вектора канонического импульса

p ≡ δL
δẋ(a)

=
1

ρ
· δL
δv

(12)

вдоль произвольного замкнутого жидкого контура,
лежащего на вмороженной в жидкость поверхности
s(r, t) = const. Равносильным является утверждение
о переносе (псевдо-)скаляра f = (∇s · curlp)/ρ, т.е.
ft + v · ∇f = 0. В частности, существует класс тече-
ний, для которых f ≡ 0. Такие течения характери-
зуются всего четырьмя скалярными функциями ко-
ординат и времени, а не пятью, как в общем случае
(ρ, s и три компоненты поля скорости). Уравнения
движения для этого класса легче всего получить с
помощью уже упоминавшегося метода добавления в
лагранжиан кинематических связей [21]:

L[φ,θ]=L{ρ,v, s}+
∫

{

φ[ρt+∇·(ρv)]−θ[st+v ·∇s]
}

dr.

(13)
Варьирование данного лагранжиана по δv приводит
к соотношению δL/δv = ρ∇φ+ θ∇s, которое в прин-
ципе позволяет исключить поле скорости и предста-
вить лагранжиан в каноническом виде:

L[φ,θ]
can =

∫

(φρt + sθt)dr −H[φ,θ]
can {ρ, φ; θ, s}. (14)

В случае устойчивой стратификации две пары кано-
нически сопряженных полей, (ρ, φ) и (θ, s), дают опи-
сание звуковых и внутренних волн, взаимодействую-
щих между собой.

Лагранжиан релятивистской гидродинами-

ки. Обратимся теперь к релятивистской гидродина-
мике и рассмотрим соответствующее релятивистски
инвариантное выражение для действия I [19, 20, 22]:

I = −
∫ √−g

(

ε(n, s) +
1

16π
R[gik]

)

drdt. (15)

Здесь ε(n, s) – заданное уравнение состояния жид-
кости, g = det‖gik‖ – определитель метрического
тензора, R[gik] – скалярная кривизна пространства-
времени, построенная по gik [22]. В этом выражении,
однако, скаляр n должен быть выражен через дина-
мические переменные {ρ,v, gik}. Сравнивая уравне-
ние непрерывности (5) с уравнением сохранения ко-
личества вещества [17]:

ni
;i ≡

1√−g

∂

∂xi

(√−gn
dxi

dŝ

)

= 0, (16)

нетрудно убедиться в том, что ρ =
√−gn(dt/dŝ). От-

сюда имеем соотношение

n =
ρ√−g

√

g00 + (g0α + gα0)vα + gαβvαvβ , (17)

которое должно быть подставлено в выражение (15).
Затем по формулам (5), (6), (11) и δI/δgik = 0 полу-
чаются уравнения движения.

Равновесное состояние. Далее мы будем рас-
сматривать медленные течения на фоне почти стати-
ческого профиля плотности. Такие движения жид-
кости практически не возмущают метрику. Поэто-
му нас интересует самосогласованное равновесное
центрально-симметричное гравитационное поле. Для
компактности последующих формул удобно исполь-
зовать так называемые изотропные координаты [23],
в которых элемент интервала есть

(dŝ2)stat = A(r)dt2 −B(r)(dx2 + dy2 + dz2), (18)

где r =
√

x2 + y2 + z2. Соответствующие данной
метрике уравнения Эйнштейна в терминах ν = logA
и µ = logB имеют следующий вид (штрихами обо-
значены производные по r):

8πp = e−µ
(µ′2

4
+

µ′ν′

2
+

µ′ + ν′

r

)

, (19)

8πp = e−µ
(µ′′

2
+

ν′′

2
+

ν′2

4
+

µ′ + ν′

2r

)

, (20)

8πε = −e−µ
(

µ′′ +
µ′2

4
+

2µ′

r

)

, (21)

где p = [n(∂ε/∂n) − ε] есть давление жидкости. По-
иск решений этой системы представляет собой от-
дельную задачу с долгой историей (см., например,
[24–31] и ссылки там). Важно отметить, что между
функциями µ′ и ν′ имеется не зависящее от уравне-
ния состояния дифференциальное соотношение типа
уравнения Риккати. Оно следует из равенства пра-
вых частей первых двух уравнений и выражает усло-
вие изотропии давления. В данной работе мы будем
полагать, что функции A(r), B(r), n̄(r) и s̄(r), описы-
вающие равновесное состояние, нам каким-либо об-
разом известны, и сосредоточимся на вопросах гид-
родинамики.

В уравнениях Эйнштейна содержится условие
гидростатического равновесия [17]: (ε + p)∇(

√
A) +

+
√
A∇p = 0, которое можно переписать также в ви-

де

∇
(√

Aw (n, s)
)

−
√
AT (n, s)∇s = 0, (22)

где w(n, s) = (ε + p)/n = ∂ε(n, s)/∂n – реляти-
вистская энтальпия, приходящаяся на одну частицу,
T = [∂ε(n, s)/∂s]/n – температура. При s = s0 из (22)

следует соотношение
√
Aw(ρ̄/

√
B3, s0) = λ0 = const.

В общем же случае
√
Aw(ρ̄/

√
B3, s̄) = λ(r).

Предел малых скоростей. При фиксирован-
ной статической центрально-симметричной метри-

Письма в ЖЭТФ том 99 вып. 3 – 4 2014



144 В. П. Рубан

ке (18) лагранжиан релятивистской гидродинамики
принимает вид

LGRHD{ρ,v, s} = −
∫ √

AB3 ε
(ρ

√
A−Bv2

√
AB3

, s
)

dr,

(23)
где скалярный квадрат v2 понимается в евклидовом
смысле: v2 = v2x + v2y + v2z . Можно указать физиче-
скую ситуацию, когда LGRHD применим вплоть до
скоростей порядка скорости света. Так, если астро-
физический объект состоит из небольшого массивно-
го ядра и относительно легкой оболочки, то в глав-
ном порядке метрика пространства-времени вне ядра
определяется только массой ядра M∗, причем A(r) и
B(r) имеют вид [22]

A(r) = [1−M∗/(2r)]
2[1 +M∗/(2r)]

−2, (24)

B(r) = [1 +M∗/(2r)]
4. (25)

В этом случае гидродинамика жидкости, составля-
ющей оболочку, корректно описывается лагранжиа-
ном (23) при произвольных скоростях.

Однако сейчас нас интересуют медленные тече-
ния со слабой стратификацией. Поэтому мы вправе
произвести разложение LGRHD до первого порядка
по степеням квадрата скорости v2 и отклонения эн-
тропии s̃ = s− s0. В результате получим приближен-
ный лагранжиан

L∗ =

∫

[

w0

( ρ√
B3

) ρB√
A

v2

2
−
√
AB3ε0

( ρ√
B3

)

−

−
√
As̃ρT0

( ρ√
B3

)]

dr, (26)

где w0(n), ε0(n) и T0(n) – энтальпия, плотность энер-
гии и температура, взятые при s = s0. Именно
на лагранжиане L∗ будет основано дальнейшее рас-
смотрение. Поскольку L∗, по сути, представляет со-
бой разность кинетической и потенциальной энер-
гий, динамическая система, которая им описывает-
ся, принадлежит классу так называемых натураль-
ных лагранжевых систем. Наиболее важное отли-
чие рассматриваемой модели от обычной эйлеров-
ской гидродинамики – присутствие в кинетической
части множителя w0B/

√
A. Уравнения медленного

сжимаемого движения представляют собой два стан-
дартных кинематических уравнения (5) и (6) (с за-
меной s → s̃), а также динамическое уравнение, по-
строенное по схеме (11):

(∂t + v · ∇)

(

w0B√
A

v

)

+
w0B√

A
∇v2

2
=

√
AT0∇s̃+

+∇
([w0B√

A
+

ρw′

0√
AB

]v2

2
−
√
A
[

w0 + s̃T0 +
s̃ρT ′

0√
B3

])

.(27)

Очевидно прослеживается родственная связь этого
уравнения с обычным уравнением Эйлера.

Попутно заметим, что специальный класс тече-
ний (13), (14) описывается каноническими уравнени-
ями с гамильтонианом

H[φ,θ]
∗can{ρ, φ; θ, s̃} =

∫

√
Aρ[∇φ+ θ∇s̃/ρ]2

2Bw0(ρ/
√
B3)

dr+

+

∫

[√
AB3ε0

( ρ√
B3

)

+
√
As̃ρT0

( ρ√
B3

)]

dr. (28)

Лагранжиан (26), несомненно, заслуживает вни-
мания уже и в таком виде. Однако мы пойдем еще
дальше по пути упрощения и выведем из него без-
эластичную модель.

Безэластичное приближение. Следуя общей
схеме [18], введем поле канонического импульса p

по формуле (12) и поле обобщенной завихренности
Ω = curlp. В нашем случае p = (w0B/

√
A)v. Опре-

делим функционал Гамильтона (гамильтониан) как
преобразование Лежандра:

H∗{ρ,p, s̃} =

∫

(δL∗

δv
· v

)

dr − L∗ =

=

∫

[

√
A

w0B
· ρp

2

2
+
√
AB3ε0 +

√
As̃ρT0

]

dr. (29)

Согласно известным правилам пересчета производ-
ных имеют место соотношения

v =
1

ρ

δH∗

δp
,

v

ρ

δL∗

δv
− δL∗

δρ
=

δH∗

δρ
,

δL∗

δs̃
= −δH∗

δs̃
.

(30)
Тогда система гидродинамических уравнений пере-
пишется в неканонической гамильтоновой форме:

ρt = −∇ ·
(δH∗

δp

)

, (31)

s̃t = −1

ρ

(δH∗

δp

)

· ∇s̃, (32)

pt =

[

1

ρ

(δH∗

δp

)

× curlp

]

−∇δH∗

δρ
+

δH∗

δs̃

∇s̃

ρ
. (33)

Теперь введем безэластичное приближение, принуди-
тельно полагая ρ = ρ̄(r), что эквивалентно условию

∇ ·
(Aρ̄

λB
p

)

= 0, (34)

где λ = λ0 = const. В результате этого условия

δH∗/δp → curl (δH/δΩ), (35)

причем гамильтониан безэластичной модели равен

H =

∫

[Aρ̄

λB

p2

2
+
√
As̃ρ̄T0

( ρ̄√
B3

)]

dr. (36)

При этом подразумевается, что p = curl−1
Ω + ∇ϕ,

а потенциал ϕ должен находиться из условия (34).
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Затем берем ротор от уравнения (33) и приходим к
системе уравнений, имеющей следующую неканони-
ческую гамильтонову структуру:

s̃t = −∇s̃

ρ̄
curl

(δH
δΩ

)

, (37)

Ωt = curl

[

curl
(δH
δΩ

)

× Ω

ρ̄

]

+∇
(

1

ρ̄

δH
δs̃

)

×∇s̃. (38)

Теперь мы в состоянии выписать в явном виде пол-
ную систему уравнений безэластичной модели, ко-
торая представляет собой главный результат данной
работы:

∇ · (ρ̄v) = 0, (39)

Ω = curl
(λB

A
v
)

, (40)

s̃t = −v · ∇s̃, (41)

Ωt = curl [v ×Ω] + [∇(
√
AT0)×∇s̃]. (42)

Подчеркнем, что зависящие от r коэффициенты этой
системы должны находиться путем решения обще-
релятивистской задачи о равновесном распределении
жидкости с заданным уравнением состояния в само-
согласованном гравитационном поле.

Выведенные уравнения (39)–(42) описывают вза-
имодействие внутренних волн и вихрей. Вихревые
степени свободы в данном случае представляют со-
бой псевдоскалярное поле f = (∇s̃ ·Ω)/ρ̄, вморожен-
ное в жидкость. Если f ≡ 0, то в системе остаются
только внутренние волны. Лагранжиан со связями
для этого случая имеет вид

LIW =

∫

[

φ∇ · (ρ̄v) − θ(s̃t + v · ∇s̃)
]

dr+

+

∫

[λB

A

ρ̄v2

2
−
√
As̃ρ̄T0

( ρ̄√
B3

)]

dr. (43)

Если исключить отсюда поля v и φ с помощью соот-
ношений

λBρ̄v/A = ρ̄∇φ+ θ∇s̃, ∇ · (ρ̄v) = 0, (44)

то останется только одна пара канонически сопря-
женных переменных: θ и s̃.

В заключение скажем следующее. Обычно при-
нято считать, что общерелятивистская гидродинами-
ка намного сложнее для исследования, чем эйлеров-
ская. В данной работе показано, что это не всегда
так. Для вполне физически интересного случая мед-
ленных течений жидкости на неоднородном фоне в
сильном гравитационном поле оказывается возмож-
ным представить уравнения движения в достаточ-
но компактном виде, если использовать гамильто-
нов формализм. Более подробный анализ выведен-
ных уравнений выходит за рамки короткой статьи.
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