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Получено точное соотношение для спектрального распределения энергии излучения, которое нахо-

дится в термодинамическом равновесии с системой заряженных нерелятивистских частиц. Отличие от

формулы Планка однозначно определяется поперечной диэлектрической проницаемостью среды, учи-

тывающей не только частотную, но и пространственную дисперсию.
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Развитие теории теплового излучения играет

важную роль в исследовании многих физических

явлений (см., например, [1]). При этом существенное

значение имеет установление точных соотноше-

ний, связывающих характеристики равновесного

излучения с электромагнитными свойствами веще-

ства. В настоящей работе речь идет о вычислении

спектрального распределения энергии равновесного

излучения, которое при наличии вещества, очевид-

но, будет отличаться от известной формулы Планка,

соответствующей модели абсолютно черного тела

(см., например, [2]). Это тем более актуально, что

распределение Планка отвечает равновесному иде-

альному газу фотонов, в то время как наличие хотя

бы небольшого количества вещества необходимо для

самой возможности получения равновесного излу-

чения, так как в нерелятивистской теории прямое

взаимодействие между фотонами отсутствует [2].

Фактически принимается негласное предположение

о том, что равновесные свойства идеального газа

фотонов представляют собой предельные свой-

ства реальной системы электромагнитного поля

и вещества, находящихся в термодинамическом

равновесии.

Для решения поставленной задачи рассмотрим

систему нерелятивистских заряженных частиц и фо-

тонов, находящихся в объеме V . Гамильтониан та-

кой системы в представлении вторичного квантова-

ния имеет вид [3]
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где Ψ̂+
a (r) и Ψ̂a(r) – полевые операторы рождения

и уничтожения для заряженных частиц сорта a, ко-

торые характеризуются массой ma и зарядом zae, а

также оператором собственного магнитного момента

µ̂a, Ĥph – гамильтониан свободного поля излучения:

Ĥph =
∑

k,λ

~ωkĉ
+
k,λĉk,λ, ωk = c|k|, (2)

операторы рождения (ĉ+
k,λ) и уничтожения (ĉk,λ)

для фотонов с импульсом ~k и поляризацией λ =

= 1, 2 удовлетворяют перестановочным соотношени-

ям [ĉk,λ, ĉ
+
k′,λ′ ] = δk,k′δλ,λ′ , Â(r) – оператор вектор-

ного потенциала, соответствующий квантованному

электромагнитному полю:
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ĤCoul – гамильтониан кулоновского взаимодействия

заряженных частиц:

ĤCoul =
1

2

∑

a,b

∫

d3r1d
3r2uab(|r1 − r2|)×

× Ψ̂+
a (r1)Ψ̂

+
b (r2)Ψ̂

+
b (r2)Ψ̂

+
a (r1), (5)

uab(r) = zazbe
2/r – потенциал кулоновского взаимо-

действия заряженных частиц сортов a и b.

Отметим, что из гамильтониана свободного поля

излучения Ĥph исключен член
∑

k,λ ~ωk/2, посколь-

ку в пределе V → ∞ он обращается в бесконечность.

Однако эта бесконечность не приводит к существен-

ным трудностям в теории, т.к. наблюдаемой величи-

ной является не сама энергия, а разность энергий

рассматриваемой системы в различных состояниях.

С этой точки зрения величина
∑

k,λ ~ωk/2, оставаясь

неизменной, не влияет на значения наблюдаемых ве-

личин. Кроме того, процедура квантования электро-

магнитного поля не является однозначной. Можно

найти такой метод квантования уравнений электро-

магнитного поля, при котором сумма
∑

k,λ ~ωk/2 ис-

чезает [4].

В интересующем нас случае равновесия излуче-

ния с веществом средняя энергия излучения Eph со-

гласно (2) определяется соотношением

Eph = 〈Ĥph〉 =

= V
∑

,λ

∫

d3k

(2π)3
~ωkf(k, λ), f(k, λ) ≡ 〈ĉ+

k,λĉk,λ〉,

(6)

где f(k, λ) – равновесная функция распределения

фотонов по импульсам ~k при поляризации λ, уг-

ловые скобки обозначают усреднение с большим ка-

ноническим распределением Гиббса, которое харак-

теризуется гамильтонианом (1) и температурой T

для фотонов и для заряженных частиц. В соотно-

шении (6) учтено, что использование большого кано-

нического распределения Гиббса для описания рав-

новесных состояний возможно только в термоди-

намическом пределе V → ∞, 〈Na〉 → ∞: nα =

= 〈N̂a〉/V = const, где N̂a =
∫

d3rΨ̂+
a (r)Ψ̂a((r) –

оператор полного числа частиц сорта a, которые ха-

рактеризуются средней плотностью числа частиц nα.

При этом для равновесной системы заряженных час-

тиц должно выполняться условие квазинейтрально-

сти:
∑

a zaenα = 0 (подробнее см. [5]).

Так как мы рассматриваем однородную и изо-

тропную систему, равновесное излучение не поляри-

зовано. Поэтому функция распределения f(k, λ) не

зависит от поляризации λ и является функцией |k|:

f(k, λ) = f(k), а соотношение (6) принимает вид

Eph = 2V

∫

d3k

(2π)3
~ωkf(k). (7)

Для равновесного идеального газа фотонов (ин-

декс “(0)”) функция f(k) определяется распределе-

нием Планка: f (0)(k) = {exp(~ωk/T )−1}−1. Поэтому

с учетом (2)

E
(0)
ph = V

∞
∫

0

ε(0)ω (T )dω, (8)

где спектральное распределение энергии соответ-

ствует формуле Планка (см., например, [2]):

ε(0)ω (T ) =
~

π2c3
ω3

exp(~ω/T )− 1
. (9)

Соотношение (8) может быть обобщено для рав-

новесного излучения в веществе:

Eph = V

∞
∫

0

εω(T, {γa})dω, (10)

так что спектральное распределение энергии излу-

чения в веществе εω(T, {γa}) зависит не только от

частоты и температуры, но и от характеристик ве-

щества, а именно набора химических потенциалов

заряженных частиц {γa}. Такой выбор параметров

вещества обусловлен использованием большого ка-

нонического распределения Гиббса.

Как следует из (6)–(10), основной величиной для

определения спектрального распределения энергии

является функция распределения фотонов по им-

пульсам. Для ее вычисления используем запаздыва-

ющую функцию Грина фотонов:

DR
αβ(k, ω) =

∫

d3r exp(−ik · r)

∞
∫

0

dt exp(iωt)DR
αβ(r, t),

(11)

где временная корреляционная функция DR
αβ(r, t)

равна

DR
αβ(r1 − r2, t) = −

i

~
〈[Âα(r1, t), Âβ(r2, 0)]〉, (12)

а Âα(r, t) – оператор векторного потенциала (3), со-

ответствующий квантованному электромагнитному

полю, в представлении Гейзенберга. С учетом (4) в

однородной и изотропной системе имеем

DR
αβ(k, ω) =

(

δα,β −
kαkβ
k2

)

DR(k, ω),

DR(k, ω) =
1

2

(

δα,β −
kαkβ
k2

)

DR
αβ(k, ω).

(13)
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Здесь подразумевается суммирование по повторяю-

щимся индексам.

Из спектрального представления для запаздыва-

ющей функции Грина DR(k, ω) нетрудно убедиться

в том [6], что

∞
∫

0

dω

2π
cth

(

~ω

2T

)

ImDR(k, ω) = −
2πc

k

[

f(k) +
1

2

]

.

(14)

Соотношение (14) справедливо и для идеального

газа фотонов. Поэтому

f(k)− f (0)(k) = −
k

4π2c
×

×

∞
∫

0

dωcth

(

~ω

2T

)

Im{DR(k, ω)−D(0)R(k, ω)}. (15)

Подставляя (15) в (7) и учитывая (8)–(10), нахо-

дим точное выражение для спектрального распреде-

ления энергии излучения:

εω(T, {γa}) = ε(0)ω (T ) + ∆εω(T, {γa}), (16)

∆εω(T, {γa}) = ε(0)ω (T )
c3

4π2ω3
{exp(~ω/T ) + 1} ×

×

∞
∫

0

dk k4Im{DR(k, ω)−D(0)R(k, ω)}. (17)

Очевидно, что величина ∆εω(T, {γa}) связана с

наличием вещества.

Для вычисления функции Грина DR(k, ω) вос-

пользуемся результатами статистической квантовой

электродинамики [7], согласно которым в кулонов-

ской калибровке (div Â = 0), наиболее удобной для

описания заряженных частиц в нерелятивистском

приближении, имеем

DR(k, ω) =
4πc2

εtr(k, ω)ω2 − c2k2
, (18)

где εtr(k, ω) – поперечная диэлектрическая прони-

цаемость рассматриваемой системы, которая наря-

ду с продольной диэлектрической проницаемостью

εl(k, ω) полностью определяет линейные электромаг-

нитные свойства однородной и изотропной среды и

зависит от характеристик вещества [8]. Точное соот-

ношение для поперечной диэлектрической проница-

емости системы нерелятивистских заряженных час-

тиц и фотонов представлено в [3].

Если заряженные частицы отсутствуют, то

εtr(k, ω) = 1. Однако без вещества достижение

равновесия для излучения невозможно, а в любой

среде Im εtr(k, ω) > 0 при ω > 0. Поэтому идеаль-

ному газу фотонов отвечает предельный переход

εtr(k, ω) → 1 + i0 [9]:

D(0)R(k, ω) =
4πc2

ω2 − c2k2 + i0
. (19)

С этой точки зрения функцию Грина для идеального

газа фотонов D(0)R(k, ω) (19) можно рассматривать

как предельное значение функции Грина фотонов в

веществе DR(k, ω) (18) при nα → 0.

Подставляя (18), (19) в (15) и учитывая (7)–(10),

находим точное выражение для вклада в спектраль-

ное распределение энергии излучения, связанного с

заряженными частицами:

∆εω(T, {γa}) = ε(0)ω (T ){exp(~ω/T ) + 1} ×

×





c5

πω

∞
∫

0

dk k4
Im εtr(k, ω)

|εtr(k, ω)ω2 − c2k2|2
−

1

2



 . (20)

Следует подчеркнуть необходимость учета про-

странственной дисперсии в поперечной диэлектриче-

ской проницаемости, которая может привести к но-

вым эффектам (см., например, [10]). Для обеспече-

ния сходимости интеграла в (20) в области больших

волновых векторов, которые отвечают малым рас-

стояниям, принципиальную роль играет учет кван-

товых эффектов при рассмотрении поперечной ди-

электрической проницаемости. В равной степени это

относится и к описанию области высоких частот, где

Im εtr(k, ω) ∼ exp(−~ω/T ) [11].

Нужно также обратить внимание на то, что при

малых волновых векторах в интеграле в (20) мож-

но выделить вклад от “области прозрачности” по

частоте ω, для которой Im εtr(k → 0, ω) ≪ 1, а

Re εtr(k → 0, ω) ≈ n2(ω), где n(ω) – коэффициент

преломления. Для области прозрачности

ω2Im εtr(k → 0, ω)

|εtr(k → 0, ω)ω2 − c2k2|2
→ πδ[n2(ω)ω2 − c2k2]. (21)

Соответствующий вклад в величину ∆εω(T, {γa})

нетрудно вычислить. Однако этот вклад не опреде-

ляет полностью функцию ∆εω(T, {γa}).

В связи с этим отметим, что полученные в на-

стоящей работе результаты для спектрального рас-

пределения энергии равновесного излучения в среде

не имеют отношения к известным выражениям для

энергии поглощенного в среде излучения, которое

не находится в равновесии со средой и определяется

внешними источниками [12]. Чтобы установить вза-

имосвязь полученных результатов с поверхностным

излучением тел, необходимо рассмотреть граничную
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задачу для функции Грина фотонов в неоднородной

среде (см., например, [13]).
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поддержке Российского научного фонда (грант
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