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Представлена неравновесная модель роста сферического кристалла в переохлажденном расплаве.

Модель корректно учитывает эффект прогрева расплава вблизи межфазной поверхности, что в значи-

тельной степени влияет на скорость роста кристалла. Найдено аналитическое решение задачи в условиях

сильной нестационарности процесса и при больших отклонениях от равновесия. Показано, что решения,

полученные ранее в приближении квазистационарности, справедливы лишь при сравнительно малых

начальных переохлаждениях и являются частным случаем найденного в работе решения. Продемон-

стрировано, что для исходных переохлаждений, меньших теплового эффекта превращения (критерий

Кутателадзе больше единицы), на фронте кристаллизации со временем устанавливается равновесие.

При этом решение задачи становится автомодельным. При переохлаждениях, больших критического,

кристалл на протяжении всего времени растет в существенно неравновесных условиях. Исследовано

влияние усадки вещества на скорость роста кристалла.
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Известно, что подавляющее большинство совре-

менных материалов получается кристаллизацией из

расплавов. Если не останавливаться на порошковой

металлургии и некоторых других технологиях, плав-

ление шихты, ее гомогенизация и последующий пе-

реход в твердое состояние – это основной путь. От-

дельное место здесь занимают технологии, основан-

ные на методе сверхбыстрой закалки из жидкого

состояния, главной особенностью которого являет-

ся перевод вещества в глубокое метастабильное со-

стояние с последующим интенсивным фазовым пе-

реходом. Это позволяет получать аморфные, нано-

кристаллические, биоактивные и другие перспектив-

ные материалы, широко используемые в современ-

ной промышленности и технике, микроэлектрони-

ке, медицине и т. д. Так как качество и физико-

химические свойства этих материалов напрямую за-

висят от их морфологии, умение управлять ею явля-

ется действенным способом получения материалов с

заданными функциональными характеристиками [1].

Для этого необходимо уметь детально описывать ки-

нетику фазовых превращений на всех стадиях про-

цесса.

Кристаллизация, как и любые другие фазовые пе-

реходы первого рода, происходит путем флуктуаци-

онного зарождения и роста центров новой фазы [2].

1)e-mail: chernov@itp.nsc.ru

Следовательно, суммарная кинетика такого процесса

определяется частотой нуклеации и скоростью роста

зародышей. Значение этих величин связано с сово-

купностью различных термодинамических и кинети-

ческих параметров, существенных в данных услови-

ях, и главным образом со степенью метастабильно-

сти материнской фазы. Основной задачей здесь яв-

ляется нахождение зависимости доли кристалличе-

ской фазы от времени, продолжительности протека-

ния превращения, а также функции распределения

зародышей по размерам. При этом если кинетиче-

ская теория флуктуационного зародышеобразования

и роста кристаллов достаточно хорошо развита [3], то

теплофизическим аспектам данной проблемы в лите-

ратуре не уделено должного внимания. В частности,

в недостаточной степени исследовано влияние теп-

ловыделения в процессе фазового перехода на ско-

рость роста зародышей. Существующие на данный

момент времени равновесные модели описывают рас-

сматриваемый процесс лишь при малых переохла-

ждениях [4]. В связи с этим исследование механизма

роста кристалла при больших отклонениях от равно-

весия представляется актуальным.

Пусть в расплаве, имеющем температуру T0 <

< Tmel, где Tmel – равновесная температура фазо-

вого перехода, образовался и начал расти сфериче-

ский кристалл. В общем случае рост кристалла про-

исходит по следующему сценарию [5, 6]. На ранней
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стадии процесса переохлаждение расплава на фрон-

те кристаллизации практически равно начальному и

рост кристалла определяется только кинетикой фа-

зового перехода. Постепенно (вследствие выделения

скрытой теплоты фазового перехода) условия вбли-

зи его поверхности начинают отличаться от изотер-

мических, переохлаждение расплава уменьшается, а

следовательно уменьшается и скорость его роста.

Для нахождения последней требуется решить следу-

ющую краевую задачу. Перенос тепла в кристалле

и расплаве описывается уравнением теплопроводно-

сти:

ρscs
∂Ts

∂t
=

1

r2
∂

∂r

(

λsr
2 ∂Ts

∂r

)

; (1)

ρlcl

(

∂Tl

∂t
+ vl

∂Tl

∂r

)

=
1

r2
∂

∂r

(

λlr
2 ∂Tl

∂r

)

, (2)

где t – время; r – радиальная координата с нача-

лом в центре кристалла; T – температура; ρ, λ, c –

плотность, теплопроводность и удельная теплоем-

кость соответственно (индексы “s” и “l” относятся к

твердой и жидкой фазам). Отметим, что в уравне-

нии теплопроводности для расплава (2) фигурирует

конвективный член. Он обусловлен усадкой вещества

при затвердевании, что приводит к возникновению

течения расплава в радиальном направлении. Зави-

симость скорости расплава vl от r находится из урав-

нения неразрывности (расплав считается несжимае-

мым): vl = −kṘR2/r2, где k = ρs/ρl − 1 – коэффи-

циент усадки; R – радиус кристалла; Ṙ – скорость

роста кристалла.

Граничные условия заключаются в следующем.

В силу симметрии в центре кристалла отсутствуют

тепловые потоки:

(∂Ts/∂r)r=0 = 0. (3)

На границе раздела фаз выполняются условия

равенства температур в твердой и жидкой фазах и

теплового баланса:

(Ts)r=R−0 = (Tl)r=R+0 = TR(t); (4)

ρsL Ṙ = λs(∂Ts/∂r)r=R−0 − λl(∂Tl/∂r)r=R+0, (5)

где L – удельная теплота фазового перехода; TR –

температура на границе раздела фаз, которая явля-

ется искомой функцией от времени. Условия (4), (5)

следует дополнить кинетическим уравнением, отра-

жающим зависимость скорости роста кристалла от

переохлаждения расплава на фронте кристаллиза-

ции [2, 4]:

Ṙ = ϕ(∆T )r=R, (6)

где ∆T = Tmel − T – переохлаждение расплава; ϕ –

некая функция от переохлаждения. В случае нор-

мального закона роста кристалла эта функция ли-

нейна (если размер кристалла много больше крити-

ческого): ϕ(∆T ) = K∆T , где K – кинетический ко-

эффициент, характеризующий скорость обмена ато-

мами между твердой и жидкой фазами. Зачастую

уравнение (6) заменяют условием равенства темпе-

ратуры расплава на фронте кристаллизации равно-

весной температуре фазового перехода: TR = Tmel

(стефановское приближение). Однако такое прибли-

жение справедливо лишь на поздней стадии процес-

са, и то только в определенном диапазоне начальных

переохлаждений.

Если рассматривать рост одиночного кристалла,

то еще одним граничным условием является условие

на бесконечности. Оно заключается в равенстве тем-

пературы расплава исходной на большом расстоянии

от кристалла:

(Tl)r→∞ = T0. (7)

При описании роста ансамбля зародышей пользуют-

ся “ячеистыми” моделями. В соответствии с ними

рассматриваемый объем кристаллизующегося веще-

ства разбивается на некие области (в простейшем

случае сферические ячейки), в которых растет по

одному кристаллу. На границах ячеек записывают

условия симметрии. Модель роста одиночного кри-

сталла вполне приемлема в случае, когда размер кри-

сталла много меньше размера ячейки.

Представленная задача может быть существенно

упрощена, если считать, что температурные гради-

енты в кристалле достаточно малы и весь теплоот-

вод происходит в наружной по отношению к нему об-

ласти. В данном случае требуется решить не сопря-

женную, а только внешнюю задачу. Как показывают

численные расчеты, это предположение оправдано.

Делают и еще одно допущение, полагая, что в

процессе быстро устанавливается квазистационар-

ное состояние, при котором температура меняет-

ся со временем так медленно, что можно принять

∂T/∂t ≃ 0. Тогда уравнение теплопроводности сво-

дится к уравнению Лапласа, решение которого с уче-

том граничных условий имеет вид [6]

θl(τ, r̄) = Kuk−1 exp(k ˙̄RR̄2/r̄)− 1

exp(k ˙̄RR̄)
;

˙̄R = 1− Ku k−1 [1− exp(−k ˙̄RR̄)].

(8)

Здесь введены следующие безразмерные перемен-

ные: θ = (T − T0)/(Tmel − T0); r̄ = r/r0; R̄ = R/r0;

τ = t/t0; Ku = L/(cl∆T0) – критерий Кутателадзе;

Письма в ЖЭТФ том 102 вып. 7 – 8 2015



Механизм роста кристаллического зародыша. . . 593

r0 = al/v0, t0 = al/v
2
0, v0 = K∆T0 – характерные

размер, время и скорость процесса, где a = λ/(ρc) –

температуропроводность.

В случае нулевой усадки (k = 0) решение (8)

упрощается, а зависимость радиуса кристалла от

времени может быть получена в явном виде [4]:

θl(τ, r̄) = Ku ˙̄RR̄2/r̄;

R̄(τ) = Ku−1(
√
1 + 2Ku τ − 1).

(9)

Из (9) следует, что при τ ≪ Ku−1 процесс кристал-

лизации протекает как изотермический, переохла-

ждение расплава на фронте кристаллизации равно

начальному (θR ≈ 0), а скорость роста кристалла

определяется только кинетикой фазового перехода:

R̄(τ) ≈ τ . На больших временах (τ ≫ Ku−1) темпе-

ратура расплава на фронте кристаллизации посте-

пенно приближается к равновесной (θR → 1), а роль

теплопроводности возрастает и делается решающей.

Вокруг кристалла формируется квазистационарный

температурный пограничный слой, а зависимость ра-

диуса кристалла от времени уже не включает в себя

кинетический коэффициент: R̄(τ) ≈
√
2Ku−1τ .

Заметим, что решение (8) справедливо лишь при

малых скоростях роста кристалла, что соответствует

малым переохлаждениям расплава. В случае боль-

ших отклонений от равновесия требуется иной под-

ход (подобно тому как это было сделано при моде-

лировании роста газового пузырька в сильно пере-

сыщенном растворе [7]). Переход к переменным τ и

χ = r̄/R̄ сведет краевую задачу (1)–(7) к задаче с

неподвижными границами (в приближении однород-

ности температурного поля внутри кристалла):

∂θl
∂τ

−
˙̄R

R̄

(

k

χ2
+ χ

)

∂θl
∂χ

=
1

R̄2

1

χ2

∂

∂χ

(

χ2 ∂θl
∂χ

)

; (10)

(θl)χ=1 = θR; (11)

R̄ ˙̄R = −[(k + 1)Ku]−1 (∂θl/∂χ)χ=1 ; (12)

(θl)χ→∞ = 0; (13)

˙̄R = 1− θR. (14)

Найдем квазистационарное решение уравнения (10)

с учетом граничных условий (11)–(13):

θl(τ, χ) = θR(τ)×

×


















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χ
∫

1

exp

[

−
(

ζ2

2
−

k

ζ

)

R̄ ˙̄R

]

dζ

ζ2

∞
∫

1

exp

[

−
(

ζ2

2
−

k

ζ

)

R̄ ˙̄R

]

dζ

ζ2



















. (15)

Используя найденный профиль температуры, полу-

чим неявное уравнение на R̄ ˙̄R:

R̄ ˙̄R

∞
∫

1

exp

[

−
(

ζ2

2
−

k

ζ
−

1

2
+ k

)

R̄ ˙̄R

]

dζ

ζ2
=

= θR[(k + 1)Ku]−1. (16)

Из уравнения (16) следует, что функция R̄ ˙̄R явля-

ется функцией температуры на фронте кристалли-

зации θR и не зависит явным образом от времени:

R̄ ˙̄R = ā∗[θR(τ)]/2. Здесь ā∗ – искомая функция, ко-

торая с учетом (14) находится из следующего диф-

ференциального уравнения:

θ̇R = 2(1− θR)
2[(dā∗/dθR) + ā∗/(1− θR)]

−1. (17)

Численные расчеты показывают, что рост темпера-

туры на фронте кристаллизации θR происходит до-

статочно медленно в масштабе характерного време-

ни установления квазистационарного состояния. Это

делает правомерным допущение о квазистационар-

ности процесса (но только в переменных τ и χ).

Рис. 1 иллюстрирует распределение поля темпе-

ратур в кристалле и расплаве в различные момен-

Рис. 1. (Цветной онлайн) Распределение температурно-

го поля в кристалле и расплаве в различные момен-

ты времени: τ = 1 (1); τ = 10 (2). Сплошная линия –

численное решение, штриховая – аналитическое реше-

ние (15), штрихпунктирная – квазистационарное реше-

ние (9)

ты времени. На рис. 2 показаны зависимости радиу-

са кристалла и переохлаждения расплава на фронте

кристаллизации от времени. Расчеты выполнены для

Ku = 2. Из рисунков видно, что полученное аналити-

ческое решение (15)–(17) достаточно хорошо согласу-

ется с численным, в то время как квазистационарное

решение (9) здесь не работает.

Из анализа уравнений (15)–(17) следует, что при

Ku > 1 температура расплава на фронте кристал-

лизации асимптотически стремится к равновесной
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости радиуса кри-

сталла (сплошная линия) и переохлаждения распла-

ва (пунктир) на фронте кристаллизации от времени.

Штрихпунктирная линия – квазистационарное реше-

ние (9)

температуре фазового перехода, а функция ā∗ – к

некой константе. Температурное поле вокруг кри-

сталла становится функцией только одной перемен-

ной χ, а решение краевой задачи – автомодельным:

θl(χ) = 1−

χ
∫

1

exp

[

−
(

ζ2

2
−

k

ζ

)

ā∗

2

]

dζ

ζ2

∞
∫

1

exp

[

−
(

ζ2

2
−

k

ζ

)

ā∗

2

]

dζ

ζ2

; (18)

R̄(τ) =
√
ā∗τ . (19)

Константа ā∗ находится из следующего неявного

уравнения:

ā∗

2

∞
∫

1

exp

[

−
(

ζ2

2
−

k

ζ
−

1

2
+ k

)

ā∗

2

]

dζ

ζ2
=

= [(k + 1)Ku]−1. (20)

Эту стадию кристаллизации можно охарактеризо-

вать как равновесную. Отметим, что, как и в (9), в

полученном решении скорость роста кристалла опи-

сывается корневой зависимостью от времени (но с

другим коэффициентом). Однако в отличие от (9)

решение (18)– (20) является точным.

В общем случае зависимость ā∗ от Ku может

быть найдена численно (рис. 3). Вместе с тем при

малых и больших переохлаждениях имеются на-

глядные приближения. При малых переохлаждениях

(Ku ≫ 1; ā∗ ≪ 1)

θl(χ) ≈ 1− χ−1; ā∗ ≈ 2[(k + 1)Ku]−1. (21)

В этом случае полученное решение (21) в точно-

сти совпадает с (9). При больших переохлаждениях

(Ku & 1; ā∗ ≫ 1) решение имеет вид

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости коэффициента

ā
∗ от числа Кутателадзе Ku. Сплошная линия – чис-

ленный расчет по формуле (20), штриховая и штрих-

пунктирная линии – расчет по формулам (21), (22)

θl(χ) ≈ exp [−(ā∗/2)(k + 1)(χ− 1)];

ā∗ ≈ 6(1− 2k)/(1− Ku−1), (22)

что еще раз подчеркивает неправомерность исполь-

зования решений (8), (9) в широком диапазоне пере-

охлаждений.

Влияние усадки вещества на скорость роста кри-

сталла может быть выражено простыми соотноше-

ниями: ā∗(Ku, k)/ā∗(Ku, 0) ≈ (1 + k)−1 при Ku ≫ 1;

ā∗(Ku, k)/ā∗(Ku, 0) ≈ (1+2k)−1 при Ku & 1, т.е. вли-

яние усадки при увеличении переохлаждения на ста-

дии равновесной кристаллизации возрастает.

Отметим одну немаловажную деталь. Из соотно-

шения (22) видно, что при Ku → 1 коэффициент

ā∗ → ∞. Так как полученное автомодельное реше-

ние (18)–(20) является асимптотическим, это озна-

чает, что в данном случае время установления рав-

новесного состояния стремится к бесконечности.

При Ku < 1 кристалл растет примерно по тому

же сценарию, что и при Ku > 1, с той лишь разни-

цей, что температура расплава на фронте кристалли-

зации стремится не к равновесной температуре фа-

зового перехода, а к температуре θ∗R = Ku. При этом

относительная толщина температурного погранслоя

вокруг кристалла непрерывно уменьшается и дости-

гает предельно малой величины. Последнее связано

с тем, что по мере роста кристалла практически все

тепло, выделяющееся в процессе фазового перехо-

да, идет на прогрев кристаллизующегося расплава

до температуры θ∗R. Следовательно, на протяжении

всего процесса кристалл растет в существенно нерав-

новесных условиях. Зависимость радиуса кристалла

от времени на данной стадии линейна (см. уравне-

ние (14)): R̄(τ) = (1− Ku) τ .
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Таким образом, полученное решение полностью

описывает кинетику роста сферического кристалла

в сильно неравновесных условиях в широком диапа-

зоне переохлаждений с учетом усадки вещества при

затвердевании.
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