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Зарядовые радиусы изотопической цепочки кальция рассчитываются в рамках самосогласованной

теории конечных ферми-систем на основе энергетического функционала плотности Фаянса. Учитывает-

ся приближенно флуктуирующий вклад низколежащих колебаний – фононов. В результате удается вос-

произвести обнаруженный недавно экспериментально аномальный рост зарядовых радиусов нейтроно-

избыточных изотопов кальция.

DOI: 10.7868/S0370274X16160025

В этом году снова возрос интерес к необычной

A-зависимости зарядовых радиусов изотопов каль-

ция. Работа [1], в которой представлены результаты

первых прецизионных измерений зарядовых радиу-

сов ядер 49,51,52Ca, так и называется: “Неожиданно

большие зарядовые радиусы нейтронно-избыточных

изотопов кальция” (“Unexpectedly large charge radii of

neutron-rich calcium isotopes”). Прежде чем перейти к

анализу ее результатов, кратко напомним довольно

давнюю историю этой проблемы.

Напомним определение зарядового радиуса, вы-

ражающегося через зарядовую плотность ρch(r) сле-

дующим образом:

〈r2ch〉 =
1

Z

∫

r2ρch(r)d
3r, Rch =

√

〈r2ch〉. (1)

Отметим, что при расчете зарядовой плотности учи-

тываются обычным образом [2, 3] зарядовые форм-

факторы протона и нейтрона, а также релятивист-

ские и спин-орбитальные поправки.

Прецизионные измерения зарядовых плотностей

ядер и, тем самым, зарядовых радиусов стало воз-

можно в начале 80-х прошлого века после введения

в строй нескольких электронных ускорителей с вы-

соким разрешением пучка, имеющих энергию око-

ло 500 МэВ. Измерение с высокой точностью сече-

ния упругого рассеяния в большом диапазоне пере-

данных импульсов позволило безмодельным образом

1)e-mail: saper@mbslab.kiae.ru

найти зарядовые плотности. Результаты такой обра-

ботки представлены в обзоре [4] вместе с системати-

ческими данными по зарядовым радиусам. Однако

задолго до этого существовали многочисленные дан-

ные по изотопическим разностям зарядовых радиу-

сов:

δ〈r2ch〉(A,A′) = 〈r2ch〉(A
′

Z)− 〈r2ch〉(AZ). (2)

Они были основаны на измерениях изотопическо-

го смещения (ИС) δν(A,A′) сверхтонкой структуры

энергий атомных уровней, которое однозначно свя-

зано с вариацией зарядового радиуса (2). В среднем,

A-зависимость зарядового радиуса ядра, как и дру-

гих (нейтронного, протонного, массового) радиусов,

подчиняется классическому жидко-капельному зако-

ну:

R = r0A
1/3. (3)

По мере накопления данных по ИС обнаружились

многочисленные отклонения от этой закономерно-

сти, самым ярким из которых были случаи отрица-

тельных ИС, что приводило к отрицательным значе-

ниям δ〈r2ch〉(A,A+1). Этот чисто квантовый эффект

был впервые объяснен в [5] на основе теории конеч-

ных ферми-систем (ТКФС) [6].

Долгое время все примеры отрицательного ИС

ограничивались случаями соседних изотопов, т.е. в

(2) имело место A′ = A + 1. В начале 1980-х в опи-

санных выше экспериментах по прецизионному элек-

тронному рассеянию были определены зарядовые ра-
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диусы Rch магических изотопов кальция 40Ca и 48Ca.

При этом оказалось, что они практически равны:
[

〈r2ch〉(48Ca)− 〈r2ch〉(40Ca)
]

≃ 0. Это находилось в ра-

зительном противоречии с жидко-капельным зако-

ном (3) и сразу получило название “парадокса 40Ca –
48Ca”. Этот парадокс был объяснен в [7] на основе са-

мосогласованной ТКФС [8] учетом эффекта взаимо-

действия частиц с “фононами” (ВЧФ) – низколежа-

щими колебаниями ядра. Вклад ВЧФ в радиус ядра

качественно описывается в рамках коллективной мо-

дели Бора–Моттельсона (БМ) [9]:

δ〈r2〉L = R2
0

5

4π
β2
L, (4)

где R0 = 1.2A1/3, а βL – параметр “динамической

деформации” L-й мультипольности, который опреде-

ляется из приведенной вероятности возбуждения L-

фонона: B(EL) = (3Z/4π)2β2
LR

2L
0 . В ядре 40Ca име-

ется очень коллективный низколежащий уровень 3−,

который, согласно (4), приводит к большому измене-

нию зарядового радиуса этого ядра. В ядре 48Ca это

состояние имеет гораздо меньшую коллективность, и

его влияние на радиус тоже меньше. Это и объясняет

качественно результат квантового самосогласованно-

го расчета [7].

Вклад ВЧФ в распределение плотности ρ(r) в

ТКФС определяется через вариацию функции Грина

G в поле L-фонона:

δLρ(r) =

∫

dε

2πi
δLG(r, r, ε), (5)

δLG = GδLΣG, (6)

где δLΣ – вариация массового оператора Σ в поле

L-фонона, которая определяется диаграммами, изоб-

раженными на рис. 1. Изотопические индексы здесь

и далее для краткости опущены.

Рис. 1. Вариация массового оператора Σ в поле L-

фонона. Здесь gL – вершина рождения L-фонона, се-

рый круг – “tadpole” (сумма всех неполюсных диа-

грамм)

Вершина gL(r) рождения L-фонона для несверх-

текучих ядер (в нашем случае 48Ca) в ТКФС [6] под-

чиняется однородному уравнению, которое в симво-

лической записи имеет вид:

gL = FAgL. (7)

Здесь F – эффективное взаимодействие Ландау–

Мигдала (ЛМ), а A – частично- дырочный пропа-

гатор:

A(ω) =

∫

G(ε+ ω/2)G(ε− ω/2)dε/(2πi). (8)

В сверхтекучих ядрах (в нашем случае это будут
50,52,54Ca) уравнение (7) превращается в векторное

уравнение 3-го ранга [6, 10], в котором 3-вектор ĝ

имеет нормальную g(0) и две аномальных g(1,2) ком-

поненты. Обобщением величины F для сверхтекучих

ядер будет 3 × 3 матрица эффективных взаимодей-

ствий, содержащая помимо амплитуды ЛМ различ-

ные компоненты спаривательного взаимодействия.

Наконец, обобщение (8) в этом случае – это так-

же 3 × 3 матрица интегралов по энергии от различ-

ных произведений функции Грина G и двух функ-

ций Горькова F (1,2). Из них главную роль играет

пропагатор L – интеграл вида (8) с заменой GG →
→ GG− F (1)F (2).

Нас интересует зарядовая плотность ρch(r), кото-

рая определяется почти только протонной плотно-

стью ρp(r). Для изотопов кальция протонная подси-

стема не сверхтекуча, так что справедливо g
(1,2)
p ≡ 0;

поэтому ниже мы будем рассматривать только ком-

поненту g
(0)
p , опуская для краткости верхний индекс.

При этом, разумеется, при нахождении собственных

частот ωL уравнения (7) и вероятностей возбуждения

B(EL) для ядер 50,52,54Ca нейтронная сверхтекучая

подсистема учитывается должным образом, как, на-

пример, в [10].

Для всех низколежащих фононов функция gL(r)

имеет выраженный поверхностный максимум и мо-

жет быть представлена в виде:

gL(r) = αL
dU

dr
+ χL(r), (9)

где U(r) – среднее поле ядра, а объемная компо-

нента χL(r) сравнительно мала. Константа αL пря-

мо связана с введенным выше БМ параметром βL:

αL = βLR0/
√
2L+ 1. Факт поверхностной доминант-

ности демонстрируется на рис. 2 для состояний 2+ и

3− в ядре 52Ca, которое играет ключевую роль в этой

работе. Если пренебречь в (9) объемной поправкой

χL, то точный расчет в рамках самосогласованной
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Протонные вершины g
(0)
L (r)

рождения фононов 2+ и 3− в ядре 52Ca

ТКФС [7] приводит к результату, очень близкому к

простой БМ формуле (4).

Альтернативная возможность объяснить равен-

ство зарядовых радиусов двух магических изотопов

кальция была продемонстрирована Фаянсом с со-

авторами [11] на основе разработанного ими ранее

[12, 13] обобщенного метода энергетического функ-

ционала плотности (ЭФП), который обобщает клас-

сический метод Кона–Шэма [14] на сверхтекучие си-

стемы. В этом подходе энергия основного состояния

сверхтекучего ядра рассматривается как функцио-

нал нормальной ρ и аномальной ν плотностей:

E0 =

∫

E [ρ(r), ν(r)]d3r. (10)

Нормальная часть ЭФП Enorm(ρ) содержит централь-

ную, спин-орбитальную и эффективную тензорную

компоненты, а также кулоновский член для прото-

нов. ЭФП Фаянса отличается от популярного ЭФП

Скирма–Хартри–Фока (СХФ) [15, 16] более слож-

ной плотностной зависимостью. Объемный член нор-

мальной части ЭФП Фаянса схематически может

быть записан в виде

Ev
norm(ρ) =

aρ2

2

1 + αρσ

1 + γρ
, (11)

где a, σ и γ – параметры. Соответствующий член

ЭФП Скирма получается из (11) при γ = 0. Дру-

гим отличием ЭФП Фаянса от ЭФП Скирма являет-

ся использование голой массы вместо эффективной,

m∗ = m, тогда как в большинстве ЭФП Скирма со-

держатся скоростные силы, приводящие к тому, что

эффективная масса заметно меньше голой. Обе эти

особенности ЭФП Фаянса отражают в скрытой фор-

ме эффекты энергетической зависимости самосогла-

сованной ТКФС, с которой этот метод генетически

связан. В частности, эффективная масса в самосо-

гласованной ТКФС близка к голой [8] из-за почти

точного сокращения эффектов зависимости массо-

вого оператора от импульса (благодаря скоростным

силам) и от энергии.

Заметно отличен от СХФ аналога и поверхност-

ный член ЭФП Фаянса, который отвечает силам ко-

нечного радиуса с юкавской радиальной зависимо-

стью

Yu(r) =
1

4πr2cr
exp

(

− r

rc

)

. (12)

Поверхностный член Es
norm ЭФП Фаянса получает-

ся действием на выражение типа (11) (разумеется, с

другими параметрами) оператора

D(r− r
′) = Yu(r− r

′)− δ(r− r
′), (13)

с тем в результате чего генерируется явно “поверх-

ностная” часть Es(ρ), которая исчезает для бесконеч-

ной ядерной материи, где справедливо ρ(r) = const.

Аномальная часть ЭФП Фаянса имеет вид [11]:

Ean(r) =
∑

τ

Fξ,ττ (r; [ρ])|ντ (r)|2, (14)

где эффективное спаривательное взаимодействие

есть:

Fξ = C0f
ξ = C0

(

f ξ
ex + hξx2/3 + f ξ

∇
r20(∇x)2

)

. (15)

Первые два члена обычны для ТКФС или для метода

Скирма–ХФБ [16]. Третий член (15), специфически

поверхностный, был введен в [17].

Учет эффектов ВЧФ в рамках метода ЭФП –

весьма деликатная проблема, т.к. они в среднем учте-

ны в ЭФП, в основном в поверхностных его членах.

Однако вклады низколежащих фононов часто флук-

туируют от ядра к ядру, поэтому возникает потреб-

ность учесть явно эти флуктуации. В работе [11] ав-

торам удалось так подобрать параметры нормальной

части ЭФП DF3, что он правильно описывал одно-

временно зарядовые радиусы ядер 40Ca и 48Ca, т.е.

этот ВЧФ эффект [7] был удачно эффективно вклю-

чен в ЭФП. К моменту опубликования этой работы

были известны из данных по ИС зарядовые радиу-

сы всех изотопов кальция, четных и нечетных, в ин-

тервале A = 40−48 [18]. На рис. 3 построена кривая

(2) для квадрата зарядового радиуса, отсчитанного

от ядра 40Ca. Здесь и далее приведены результаты

расчетов с ЭФП DF3-a [19], который лишь незна-

чительно, спин-орбитальным и тензорным членами,

отличается от функционала DF3, использованного в

[11]. Эти отличия существенны в основном для тя-

желых ядер, тяжелее свинца, которые до [19] мето-

дом Фаянса не рассматривались. Его предсказания
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Таблица 1. Характеристики низколежащих возбуждений четных изотопов Ca, A = 48−54, и их вклад в зарядовый радиус

Ядро Lπ ωL B(EL) β
p

L
βn
L

δ〈r2
ch
〉L, фм2 δ〈r2

ch
〉ph, фм2

48Ca 2+ 3.58 55.4 e2 фм4 0.14 0.09 0.15

3− 4.92 5700 e2 фм6 0.12 0.17 0.11 0.26

50Ca 2+1 1.19 18.3 e2 фм4 0.08 0.05 0.05

2+2 3.09 25.5 e2 фм4 0.10 0.06 0.08

3− 4.81 9580 e2 фм6 0.20 0.21 0.31 0.44

52Ca 2+ 3.38 25.7 e2 фм4 0.09 0.05 0.06

3− 4.52 1.17E4 e2 фм6 0.24 0.22 0.46 0.52

54Ca 2+ 2.02 46.0 e2 фм4 0.12 0.07 0.12

3− 3.80 1.28E4 e2 фм6 0.26 0.22 0.55 0.67

Рис. 3. (Цветной онлайн) Квадрат зарядового радиуса

для изотопической цепочки кальция, отсчитанный от
40Ca. Экспериментальные точки (old) взяты из [18], а

(new) – из [1]

для радиусов легких ядер очень близки результа-

там, полученным с ЭФП DF3 (см. [20]). Таким обра-

зом, теоретические точки на левой части рис. 3 прак-

тически совпадают с таковыми на аналогичном ри-

сунке [11]. Как видно, ЭФП Фаянса прекрасно опи-

сывает четно-нечетный эффект (“staggering”) между
40Ca и 48Ca, хорошо описывает изотопы 49,50Ca, но

заметно недооценивает величину δ〈r2ch〉, для изото-

пов 51,52Ca, измеренную в [1]. Отметим, что практи-

чески точного воспроизведения четно-нечетной “пи-

лы” на этом рисунке важную роль играет гради-

ентный член эффективного спаривательного взаимо-

действия (15), появление которого целиком обязано

ВЧФ эффектам. Для определенности приведем зна-

чения параметров этого взаимодействия, использо-

ванные в данном расчете: f ξ
ex = −1.475; hξ = 1.0395;

f ξ
∇
= 1.6875; r0 = 1.145фм.

Для сравнения приведены предсказания ЭФП

Скирма HFB-24 [21], являющегося рекордсменом в

точности описания масс ядер. Аналогичное сравне-

ние приведено на рис. 4 для полного зарядового ра-

диуса Rch, являющегося более наглядной величи-

ной. Для иллюстрации построена кривая, отвечаю-

щая модели жидкой капли, уравнение (3). На обоих

рисунках видно, что ЭФП HFB-24, передавая в це-

лом правильно A-зависимость, плохо передает дета-

ли. В частности, четно-нечетный эффект между 40Ca

и 48Ca имеет неправильный знак.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Зарядовые радиусы изотопов

кальция. Экспериментальные точки (old) взяты из [22],

а (new) – из [1]

Другими словами, ЭФП DF3-a заметно занижа-

ет значение разности δ〈r2ch〉(48, 52). Это же спра-

ведливо для множества эффективных функциона-

лов энергии, предсказания которых аккумулирова-

ны в [1], включая HFB-24. Это и послужило при-

чиной названия этой работы, приведенного выше.

В ней сделана попытка рассчитать эту величину

на основе модного подхода – киральной теории эф-

фективного поля (КТЭП) [23], которая интерпрети-

руется как низко-энергетический предел квантовой

хромодинамики. КТЭП применяется для нахожде-

ния NN-взаимодействия (включая многочастичные
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силы), которое затем используется для многотельно-

го расчета в рамках метода кластерного разложения.

В КТЭП приходится вводить достаточно много па-

раметров, процедура эта не однозначна, так что су-

ществуют различные КТЭП-модели. В [1] рассмотре-

ны три таких модели, одна из которых (SRG2, [24])

практически правильно воспроизводит эксперимен-

тальное значение величины δ〈r2ch〉(48, 52), при этом

однако сильно (примерно на 0.05 фм) завышая абсо-

лютные значения зарядовых радиусов этих и других

изотопов кальция. Окончательное заключение теоре-

тической части работы [1] состоит в том, что вопрос

об описании аномальной эволюции зарядового ради-

уса тяжелых изотопов кальция открыт.

Мы объясняем эту аномалию эффектом ВЧФ. В

табл. 1 представлены характеристики низколежащих

фононов 2+ и 3− в четных изотопах 48−54Ca. Вклад

каждого фонона для данного ядра рассчитывается

по БМ формуле (4). Затем полная величина фонон-

ного вклада δ〈r2ch〉ph(A) для данного ядра находит-

ся суммированием по всем фононам. Эти величи-

ны приведены в последнем столбце табл. 1. На рис. 5

построена величина

Рис. 5. (Цветной онлайн)) Квадрат зарядового радиуса

для изотопической цепочки кальция, отсчитанный от
48Ca

δ〈r2ch〉(48, A) ≡ 〈r2ch〉(ACa)− 〈r2ch〉(48Ca), (16)

являющаяся основным объектом обсуждения в [1].

Точки “DF3-a+ph” построены с использованием ве-

личин δ〈r2ch〉ph из табл. 1. Для нечетных изотопов
A+1Ca, в соответствии в равной степени с ТКФС [6]

и с теорией БМ [9], используется фононный вклад

в четном остове ACa. Как видно, основной вклад в

разность (16) вносит состояние 3−, степень коллек-

тивности которого сильно растет при отходе от 48Ca

с ростом A.

Как отмечалось выше, параметры ЭФП DF3 [11],

как и используемого нами ЭФП DF3-a, эффективно

включают фононные вклады. При этом они выбира-

лись так, чтобы правильно воспроизвести зарядовый

радиус ядра 48Ca (как и всех изотопов между 40Ca

и 48Ca). Поэтому при вычислении зарядового радиу-

са изотопов тяжелее 48Ca следует учитывать только

флуктуирующую часть ВЧФ вклада (16). Найден-

ные, таким образом, значения Rch изображены на

рис. 4.

В заключение подчеркнем, что обнаруженный

недавно экспериментально аномальный рост зарядо-

вых радиусов нейтроноизбыточных изотопов каль-

ция [1] может быть объяснен в рамках традици-

онного подхода, основанного на самосогласованной

ТКФС. При решении уравнений ТКФС использу-

ется самосогласованный базис ЭФП Фаянса DF3-a.

Обсуждаемый эффект обусловлен флуктуирующим,

т.е. меняющимся от ядра к ядру, вкладом в распре-

деление плотности нуклонов взаимодействия частиц

с поверхностными колебаниями – фононами. При

этом доминирует вклад поверхностного состояния

3−, коллективность которого заметно возрастает при

отходе от ядра 48Ca с ростом массового числа. Вклад

ВЧФ в зарядовый радиус ядра учитывается прибли-

женно на основе коллективной модели БМ [9]. Точ-

ное решение уравнений ТКФС для вклада ВЧФ в

распределение плотности в наших ближайших пла-

нах.
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