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В случае использования регуляризации высшими производными мы строим схему вычитаний, ко-

торая дает NSVZ-подобное соотношение для аномальной размерности массы фотино в мягко нарушен-

ной N = 1 СКЭД с Nf ароматами во всех петлях. Соответствующее перенормировочное предписание

определяется простыми граничными условиями, накладываемыми на константы перенормировки. Оно

позволяет зафиксировать произвол в выборе конечных контрчленов в каждом порядке теории возму-

щений таким образом, чтобы ренормгрупповые функции, определенные в терминах перенормированной

константы связи, удовлетворяли NSVZ-подобному соотношению.
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1. Введение. Важной формулой, связывающей

β-функцию и аномальную размерность киральных

суперполей материи в N = 1 суперсимметричных

теориях, является β-функция Новикова, Шифмана,

Вайнштейна и Захарова (NSVZ) [1–4]. Она дает точ-

ную β-функцию в виде геометрической прогрессии

для чистой N = 1 суперсимметричной теории Янга–

Миллса (СЯМ) и может быть использована для до-

казательства конечности N = 2 СЯМ вне рамок од-

нопетлевого приближения [5–7]. Поэтому NSVZ β-

функция тесно связана с теоремами о неперенор-

мировке в теориях с расширенной суперсимметрией.

Для N = 1 суперсимметричной квантовой электро-

динамики (СКЭД) с Nf ароматами NSVZ соотноше-

ние имеет вид [8, 9]

β̃(α) =
α2Nf

π

(
1− γ̃(α)

)
, (1)

где α обозначает перенормированную константу свя-

зи, а γ̃(α) – аномальную размерность киральных су-

перполей материи. При этом тильды указывают, что

ренормгрупповые функции определяются в терми-

нах перенормированной константы связи (см. фор-

мулу (13) ниже). NSVZ-подобная формула может

быть также написана для теорий с мягко нарушен-

ной суперсимметрией [10–12], где она связывает пе-

ренормировку массы калибрино с перенормировкой

жесткой теории равенством [10]:

αm

β̃(α)
= РГИ, (2)

1)e-mail: stepan@m9com.ru

где m – масса калибрино, а РГИ означает, что это

выражение является ренормгрупповым (РГ) инвари-

антом (И).

В этой работе мы будем рассматривать мягко на-

рушенную N = 1 СКЭД с Nf ароматами. В этом

случае с помощью (1) можно представить формулу

(2) в виде соотношения между аномальной размер-

ностью массы фотино и аномальной размерностью

суперполей материи:

γ̃m(α) =
αNf

π

[
1− d

dα

(
αγ̃(α)

)]
, (3)

где γ̃m(α) — аномальная размерность массы фотино.

Вновь используя (1), это соотношение можно экви-

валентно переписать как

d

d lnµ

(m
α

)
= −mαNf

π

dγ̃(α)

dα
. (4)

Этот результат можно соединить с (1) в NSVZ-

подобную формулу:

d

d lnµ

( 1

(1 + 2mθ2)α

)
= −Nf

π

[
1− γ̃

(
(1 + 2mθ2)α

)]
.

(5)

Следовательно, формулы (1) и (4) имеют сходную

природу, которую можно выявить с использованием

шпурионной техники [13–17]. Например, формулу (5)

можно получить, применив утверждение из работы

[12], которое было выведено с помощью этого метода.

Хотя NSVZ и NSVZ-подобные формулы хорошо

известны, их получение с помощью явного сумми-

рования суперграфов является сложной задачей. В

настоящее время она была решена только в абе-

левом случае с помощью регуляризации высшими
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производными [18, 19] в суперсимметричном вари-

анте [20, 21]2). При использовании этой регуляриза-

ции NSVZ соотношение в абелевом случае получает-

ся для РГ-функций, определенных в терминах голой

константы связи, во всех порядках [24, 25]. Заметим,

что этот результат справедлив для произвольной схе-

мы вычитаний, поскольку РГ-функции, определен-

ные в терминах голой константы связи, являются

схемно-независимыми при фиксированной регуляри-

зации [26]. NSVZ-подобные соотношения для таких

РГ-функций также были доказаны во всех порядках

для D-функции Адлера [27] в N = 1 СКХД [28, 29]

и для аномальной размерности массы фотино в мяг-

ко нарушенной N = 1 СКЭД [30]. Все эти NSVZ и

NSVZ-подобные соотношения появляются благодаря

факторизации петлевых интегралов в интегралы от

(двойных) полных производных в пределе нулевого

внешнего импульса [31, 32]3). Для различных неабе-

левых теорий факторизация в двойные полные про-

изводные была проверена в низших петлях [6, 7, 36–

39], но пока еще не выведена во всех порядках. Одна-

ко в данной работе мы рассматриваем абелев случай,

для которого соотношения

β(α0) =
α2
0Nf

π

(
1− γ(α0)

)
;

d

d ln Λ

(m0

α0

)
= −m0α0Nf

π

dγ(α0)

dα0

(6)

были строго доказаны во всех порядках для мягко

нарушенной N = 1 СКЭД с Nf ароматами, регуля-

ризованной высшими производными. В (6) α0 – го-

лая константа связи. Эти схемно-независимые фор-

мулы связывают РГ-функции, определенные в тер-

минах голой константы связи. Заметим, что первая

формула в (6) была проверена явными трехпетлевы-

ми вычислениями в работе [40].

Однако РГ-функции стандартно определяются в

терминах перенормированной константы связи. В

этом случае они зависят от схемы вычитаний. В

частности, можно проверить, что NSVZ соотношение

также схемно зависимо4). Если (мягко нарушенные)

2)Указанная регуляризация также включает добавление де-
терминантов Паули–Вилларса для регуляризации однопетле-
вых расходимостей [22, 23].

3)В случае использования размерной редукции [33] этот пре-
дел является плохо определенным. Поэтому факторизация в
двойные полные производные в данном случае не имеет место
[34], а РГ-функции, определенные в терминах голой констан-
ты связи, не удовлетворяют NSVZ соотношению [35].

4)Общие формулы, описывающие, как NSVZ соотношение
меняется при конечных перенормировках, представлены в ра-
ботах [41–43].

суперсимметричные теории регуляризованы размер-

ной редукцией, NSVZ (или NSVZ-подобная) схема

может быть получена из DR-схемы с помощью конеч-

ной перенормировки, которая должна подстраивать-

ся в каждом порядке [44–51]. Для абелевых жестких

теорий, регуляризованных высшими производными,

NSVZ схема получается с помощью наложения про-

стых граничных условий:

Z3(α, x0) = 1; Z(α, x0) = 1 (7)

на константы перенормировки заряда и суперполей

материи соответственно [26, 42, 43]. В (7) x0 – это

фиксированное значение x ≡ ln Λ/µ, где Λ — раз-

мерный параметр регуляризованной теории (кото-

рый работает как ультрафиолетовое обрезание), а

µ – точка нормировки. (Аналогичные условия для

неабелевого случая обсуждаются в [52].) При нало-

жении условий (7) β-функция и аномальная размер-

ность суперполей материи удовлетворяют равенству

(1) во всех порядках.

В этой работе мы строим граничные условия, ана-

логичные (7), при которых формула (3) (или, эквива-

лентно, (4) или (5)) справедлива во всех петлях для

мягко нарушенной N = 1 СКЭД с Nf ароматами.

2. NSVZ-подобная схема для мягко нару-

шенной N = 1 СКЭД. Для жесткой N = 1 СКЭД

в терминах голой константы связи РГ-функции опре-

деляются в соответствии с предписанием

β(α0) ≡
dα0

d ln Λ

∣∣∣
α=const

;

γ(α0) ≡ −d lnZ

d ln Λ

∣∣∣
α=const

,

(8)

где Z – константа перенормировки для суперполей

материи, φ =
√
ZφR. β-функция также может быть

выражена через константу перенормировки Z3 ≡
≡ α/α0,

β(α0) = −α0
d lnZ3

d ln Λ

∣∣∣
α=const

. (9)

В мягко нарушенной теории мы также определяем

аномальную размерность массы фотино:

γm(α0) ≡
d lnm0

d ln Λ

∣∣∣
α,m=const

= −d lnZm

d ln Λ

∣∣∣
α=const

=

=
α0

m0

d

d ln Λ

(m0

α0

)
+

β(α)

α0
, (10)

где Zm ≡ m/m0 – константа перенормировки мас-

сы фотино. Чтобы доказать схемную независимость

аномальной размерности массы фотино (10), мы рас-

сматриваем часть двухточечной функции Грина ка-

либровочного суперполя V, соответствующую массе
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фотино. В пределе, когда внешний импульс p мно-

го больше всех масс, рассматриваемая часть двух-

точечной функции Грина калибровочного суперполя

может быть записана как

m0

128π

∫
d4p

(2π)4
d4θ

(
θ2Da

V(−p, θ) D̄2DaV(p, θ) +

θ̄2D̄ȧ
V(−p, θ)D2D̄ȧV(p, θ)

)
d−1
m (α0,Λ/p), (11)

где dm – безразмерная функция. Тогда, в соот-

ветствии с определением константы перенормиров-

ки Zm, произведение Zmdm(α0(α,Λ/µ),Λ/p) должно

быть конечным в пределе Λ → ∞. Дифференцируя

логарифм рассматриваемого произведения по ln Λ,

мы выражаем γm(α0) через функцию dm(α0,Λ/p),

γm(α0) = lim
p→0

(∂ ln dm(α0,Λ/p)

∂α0
β(α0)−

− ∂ ln dm(α0,Λ/p)

∂ ln p

)
. (12)

Заметим, что предел p → 0 необходим для то-

го, чтобы избавиться от членов, пропорциональ-

ных (p/Λ)n, где n – положительное целое число.

Функция dm(α0,Λ/p), очевидно, является схемно-

независимой, поскольку она получается с помощью

вычисления эффективного действия до перенорми-

ровки. Схемная независимость функции β(α0) была

доказана в работе [26]. Поэтому правая часть фор-

мулы (12) также является схемно-независимой, а это

означает, что аномальная размерность γm(α0) (опре-

деленная в терминах голой константы связи) не зави-

сит от перенормировочного предписания, но зависит

от регуляризации.

РГ функции (8), (10) следует отличать от соответ-

ствующих РГ-функций, (стандартно) определяемых

в терминах перенормированной константы связи [53]:

β̃(α) ≡ dα

d lnµ

∣∣∣
α0=const

;

γ̃(α) ≡ d lnZ

d lnµ

∣∣∣
α0=const

;

γ̃m(α) ≡ d lnm

d lnµ

∣∣∣
α0,m0=const

.

(13)

Основное наблюдение, которое позволило постро-

ить NSVZ схему для жесткой N = 1 СКЭД, регу-

ляризованной высшими производными, является то,

что β-функция и аномальная размерность, опреде-

ленные в терминах голой константы связи и опре-

деленные в терминах перенормированной константы

связи, совпадают [26], если на константы перенорми-

ровки накладываются граничные условия (7). Дей-

ствительно, в соответствии с работами [24, 25], пер-

вые РГ-функции удовлетворяют NSVZ соотношению

вне зависимости от схемы вычитаний во всех поряд-

ках в случае использования регуляризации высшими

производными. Поэтому вторые РГ-функции также

удовлетворяют ему при наложении условий (7).

Теперь рассмотрим мягко нарушенную теорию. В

этом случае мы также накладываем граничные усло-

вия (7), поскольку аномальная размерность суперпо-

лей материи входит в формулу (3). Тогда NSVZ со-

отношение (1) справедливо для РГ-функций, опре-

деленных в терминах перенормированной константы

связи, и

β̃(α) = β(α0)
∣∣∣
α0=α

; γ̃(α) = γ(α0)
∣∣∣
α0=α

. (14)

В соответствии с работой [30], NSVZ-подобное соот-

ношение

γm(α0) =
α0Nf

π

[
1− d

dα0

(
α0γ(α0)

)]
(15)

справедливо во всех петлях для теории, регуляризо-

ванной высшими производными. Поэтому нам необ-

ходимо найти граничные условия, при которых

γ̃m(α) = γm(α0)
∣∣∣
α0=α

. (16)

Это можно сделать, повторяя рассуждения работы

[26]. Давайте, в дополнение к (7), наложим условие

m(α, x0) = m0. (17)

Эквивалентно, мы фиксируем величину x0 = lnΛ/µ

и требуем, чтобы константы перенормировки удовле-

творяли равенствам

Z3(α, x0) = 1; Z(α, x0) = 1; Zm(α, x0) = 1. (18)

Тогда аномальная размерность массы фотино, опре-

деленная в терминах перенормированной константы

связи, может быть представлена в виде

γ̃m (α(α0, x)) = − d

dx
lnZm (α(α0, x), x) =

= −∂ lnZm(α, x)

∂α

∂α(α0, x)

∂x
− ∂ lnZm(α, x)

∂x
. (19)

В (19) d/dx обозначает полную производную по x =

= lnΛ/µ, которая действует как на явно выписанный

x, так и на x внутри α, в отличие от частной произ-

водной ∂/∂x, не действующей на x внутри α. Рас-

смотрим формулу (19) в точке x0. Тогда, благодаря

граничным условим (18), мы получаем

∂ lnZm(α, x)

∂α

∣∣∣
x=x0

=
∂ ln(1)

∂α
= 0, (20)
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так что первое слагаемое в формуле (19) оказыва-

ется равным 0. Во втором слагаемом lnZm диффе-

ренцируется по ln Λ/µ при фиксированном значении

переномированной константы связи α, в точности

как в формуле (10), которая определяет аномальную

размерность γm(α0). Более того, благодаря перво-

му граничному условию в формуле (18), α(α0, x0) =

= α0. Значит оба определения аномальной размер-

ности массы фотино совпадают (см. (16)).

Следовательно, если граничные условия (18) на-

кладываются на константы перенормировки мягко

нарушенной N = 1 СКЭД с Nf ароматами, ре-

гуляризованной высшими производными, то NSVZ-

подобная формула (3) (и формулы (4), (5)) выпол-

няется во всех порядках. Таким образом, мы постро-

или предписание, которое дает NSVZ схему во всех

порядках теории возмущений.

3. Заключение. В представленной работе мы

построили схему, в которой аномальная размерность

массы фотино в мягко нарушенной N = 1 СКЭД

с Nf ароматами удовлетворяет NSVZ-подобному со-

отношению (3) во всех петлях. В этом соотноше-

нии все РГ-функции определены стандартным об-

разом, в терминах перенормируемой константы свя-

зи, и являются, следовательно, схемно-зависимыми.

Поэтому рассматриваемое NSVZ-подобное соотноше-

ние справедливо только в определенной схеме вычи-

таний. Важным ингредиентом, необходимым для ее

построения, является регуляризация высшими про-

изводными. Дело в том, что при такой регуляри-

зации РГ-функции, определенные в терминах голой

константы связи, удовлетворяют NSVZ соотношению

и NSVZ-подобному соотношению для массы фоти-

но во всех порядках независимо от схемы вычита-

ний. В этой работе мы доказали, что, если граничные

условия (18) накладываются на константы перенор-

мировки, то РГ-функции, определенные в терминах

голой константы связи, совпадают с РГ-функциями,

определенными в терминах перенормированной кон-

станты связи, (см. (14), (16)). Следовательно, послед-

ние РГ-функции удовлетворяют NSVZ-подобным со-

отношениям во всех порядках при использовании

регуляризации высшими производными, дополнен-

ной перенормировочным предписанием (18). Такое

построение очень похоже на приведенное в работах

[26, 42, 43] для жесткой теории. Однако в мягко нару-

шенной теории также необходимо накладывать еще

одно граничное условие на константу перенормиров-

ки массы фотино. В заключение, мы вновь подчер-

киваем, что рассмотренное построение справедливо

только в случае использования регуляризации выс-

шими производными.
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