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В работе анализируются экспериментальные условия, при которых имеет место возбуждение низко-

пороговой абсолютной параметрической распадной неустойчивости электромагнитной волны необыкно-

венной поляризации при электронном циклотронном нагреве плазмы на второй гармонике резонанса в

тороидальных ловушках. Предложен новый механизм локализации дочерней электростатической волны

в тороидальном направлении в области мощного пучка накачки. Этот механизм, наряду с двумерной

локализацией дочерней волны из-за немонотонного радиального профиля плотности плазмы и полои-

дальной неоднородности магнитного поля, может быть ответственным за параметрическое возбуждение

трехмерного резонатора для этой волны и, в результате, низкопороговой абсолютной распадной неустой-

чивости волны накачки.
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1. Введение. За последнее десятилетие было

получено много экспериментальных данных, свиде-

тельствующих о наличии аномальных явлений, ко-

торые часто сопровождают распространение пуч-

ков мощных СВЧ-волн, широко использующихся

для дополнительного нагрева электронной компо-

ненты плазмы в тороидальных установках. Среди

этих явлений – аномальное отражение волны накач-

ки со сдвигом частоты, которое может быть интер-

претировано как ее отражательная параметрическая

неустойчивость. Впервые это явление было обнару-

жено в экспериментах по электронному циклотрон-

ному (ЭЦ) нагреву плазмы на 2-й гармонике резо-

нанса необыкновенной волной в токамаке TEXTOR

[1, 2]. Позднее оно было зафиксировано в токама-

ках ADSEX-UG [3, 4], FTU [5, 6] и стеллараторе LHD

[7]. Кроме того, совершенно неожиданной для ис-

следователей оказалась генерация быстрых ионов и

формирование хвоста на ионной функции распреде-

ления, наблюдавшиеся различными диагностически-

ми методами при ЭЦ-нагреве на установках TCV и

TJ-II [8, 9]. Перечисленные явления не вписывались

в общепринятую картину и не находили объясне-

ния в рамках существовавших к тому моменту раз-

личных сценариев параметрического распада СВЧ-

волн [10–12], предсказывавших крайне высокие поро-

ги возбуждения неустойчивостей, значительно пре-
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вышающие технически достижимую мощность до-

полнительного нагрева. Следует отметить, что это

предсказание базировалось на анализе параметри-

ческих распадов волны накачки в плазме с моно-

тонными профилями плотности и магнитного поля,

при наличии которых параметрические неустойчи-

вости могут развиваться в узкой окрестности точ-

ки, где выполнялись распадные резонансные усло-

вия для волн, участвующих в нелинейном взаимо-

действии [13–15]. В итоге, большой конвективный

вынос энергии генерируемых дочерних волн из об-

ласти распада в направлении неоднородности, кото-

рый имеет место в этом случае, является причиной

предсказанных высоких порогов возбуждения раз-

ных параметрических неустойчивостей. Между тем,

все вышеперечисленные аномальные явления наблю-

дались при немонотонном профиле плотности плаз-

мы, причиной формирования которого служили ли-

бо конвективный вынос плазмы из области мощного

ЭЦ-нагрева [9], либо особенности удержания плаз-

мы в магнитном острове [16]. Это обстоятельство не

учитывалось в более ранних теоретических работах

[10–12]. Однако оно может приводить к возбуждению

локализованных дочерних волн, для которых полно-

стью подавлен конвективный вынос энергии из об-

ласти нелинейного взаимодействия, что, в свою оче-

редь, приводит к значительному снижению порога

конвективной параметрической распадной неустой-
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чивости волны накачки [17–22]. Более того, при уче-

те полоидальной неоднородности магнитного поля и

тороидальной симметрии установки была показана

возможность возбуждения резонансов одной из до-

черних волн, трехмерно локализованной в окрестно-

сти области параметрического распада, что являлось

причиной возбуждения наиболее опасной абсолют-

ной неустойчивости [23, 24]. Однако, хотя развитые

теоретические модели и продемонстрировали прин-

ципиальную возможность низкопорогового развития

распадных параметрических неустойчивостей, они

не смогли даже качественно описать детали наблю-

давшихся аномальных эффектов. Предсказанные аб-

солютные, т.е. экспоненциально нарастающие во вре-

мени, неустойчивости [23, 24] развивались за време-

на, сравнимые с характерными временами магнито-

гидродинамических и дрейфовых процессов. Причи-

ной сравнительно небольших инкрементов распад-

ных неустойчивостей являлась большая область ло-

кализации трехмерно локализованной дочерней вол-

ны (ионной Бернштейновской (ИБ) [23] или элек-

тронной Бернштейновской (ЭБ) [24]) в тороидаль-

ном направлении по сравнению с размером области

(пучка накачки), в которой возможно трехволновое

взаимодействие.

В настоящей работе показано, что сам пучок мощ-

ных СВЧ-волн приводит к появлению тороидаль-

ной неоднородности плазмы, что является причиной

локализации дочерней волны в этом направлении.

Таким образом, нами предложен новый механизм,

ответственный за возбуждение быстрой абсолютной

неустойчивости в присутствии немонотонного про-

филя плотности плазмы. Поскольку размер области

тороидальной локализации дочерней волны (радиус

пучка накачки) в этом случае значительно меньше

длины тороидального обхода установки, можно ожи-

дать больших инкрементов данной неустойчивости в

сравнении со случаями, рассмотренными в [23, 24].

Этот механизм проиллюстрирован для условий то-

камака TCV [9] на примере распада пучка необык-

новенных волн на ИБ- и ЭБ-волны. Сделан вывод,

что рассмотренный сценарий низкопорогового рас-

пада волны накачки может объяснить аномальное

ускорение ионов и формирование хвоста на ионной

функции распределения, наблюдаемые на ряде уста-

новок [8, 9].

2. Теоретическая модель. Рассмотрим волну

необыкновенной поляризации, распространяющуюся

перпендикулярно внешнему магнитному полю H =

= Heξ внутрь плазмы в направлении неоднородно-

сти плотности, т.е. вдоль ex, в экваториальной плос-

кости тороидальной установки:

E = e0(ω0, x)

[

E0(η, ξ)

2

√

ω0

ckx(ω0, x)
×

× exp

(

i

∫ x

kx(ω0, x
′)dx′ − iω0t

)

+ c.c.

]

, (1)

где e0 – вектор поляризации, E0(η, ξ;P0) – попереч-

ное распределение поля в пучке, которое, будем счи-

тать, имеет гауссовскую форму с радиусом w, P0 –

мощность пучка, η – координата в направлении орта

eη = eξ × ex, kx(ω, x) и ω0 – радиальная компонен-

та волнового вектора [25] и частота волны накачки

соответственно, c.c. – член, полученный в результа-

те комплексного сопряжения. Введем также систему

координат (x, y, z), здесь y и z – координаты в поло-

идальном и тороидальном направлениях установки,

связанную с системой координат (x, η, ξ) соотноше-

ниями y = η cosα + ξ sinα, z = −η sinα + ξ cosα, где

α ≪ π. Проанализируем распад волны (1) в обла-

сти с немонотонным профилем плотности плазмы, в

результате которого возбуждаются электростатиче-

ские ИБ EI = −∇φI и ЭБ EE = −∇φE волны. Как

показано в работах [21, 24], ЭБ-волна может быть ло-

кализована в окрестности максимума профиля плот-

ности xm в экваториальной плоскости установки как

в радиальном, так и в полоидальном направлени-

ях, а ее потенциал в этом случае при отсутствии

нелинейной связи с волной накачки и ИБ-волной мо-

жет быть представлен в виде φE(r) = CEϕn(x −
−xE)ϕm(y) exp(iqEx− iωEt), где CE = const, ϕk(s) =

= Hk(s/δs) exp[−s2/2δ2s)], Hk(s/δs) – полиномы Эр-

мита, s = (x, y), k = (n,m), δx,y – область лока-

лизации, размеры которой определяются параметра-

ми установки; r = (xE , 0, 0), q = (qE , 0, 0), ωE яв-

ляются решением уравнений D|ωE ,qE ,xE
≡ D|E = 0;

∂D/∂qx|E = 0; ∂D/∂x|E = 0. Первое из этих уравне-

ний – дисперсионное уравнение ЭБ-волны [25], вто-

рое – условие наличия точки линейной трансфор-

мации, третье – условие наличия локального мак-

симума плотности. В отсутствии нелинейного вза-

имодействия, потенциал ИБ-волны можно записать

как φI(r) = CI exp
(

i
∫ x

qI(x
′)dx′ + iωIt

) /√

DIq+c.c.,

ωI = ω0 − ωE , CI = const, qI – решение дисперсион-

ного уравнения ИБ-волны D(ωI , qI , x) ≡ D|I = 0 [25]

и DIq = ∂D/∂qx|I .
В присутствии мощной волны накачки амплиту-

ды дочерних волн CE,I перестают быть постоянными

и являются решениями системы связанных уравне-

ний в частных производных [24]
{

ivgI
∂

∂x
+ ΛI

∂2

∂ξ2

}

CI =

= γI(y, z)ϕn(x)ϕm(y) exp

[

−i

∫ x

∆qdx′

]

CE , (2)
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{

i
∂

∂t
+ ΛE

∂2

∂z2

}

CE =

∫

∞

−∞

dxdyϕ∗

n(x)ϕ
∗

m(y)×

× exp

[

i

∫ x

∆qdx′

]

γE(y, z)CI , (3)

где vgI = |DIq|/|DIω| – групповая скорость ИБ-

волны вдоль направления неоднородности, ΛI =

= |∂2D/∂q2ξ |I/(2|∂D/∂ω|I) – коэффициент дифрак-

ции ИБ-волны вдоль магнитной силовой линии,

ΛE = |∂2D/∂q2z |E/(2|∂D/∂ω|E) – коэффициент ди-

фракции ЭБ-волны в тороидальном направлении,

γI,E =

∣

∣

∣

∣

∂D

∂ω

∣

∣

∣

∣

−1

I,E

E0

6H

c

qEω0
χi(ωI)χe(ωE) (4)

– коэффициенты, описывающие нелинейную связь

дочерних волн, χe,i – электронная и ионная воспри-

имчивости плазмы на соответствующей частоте, яв-

ные выражения для которых можно найти в [25],

∆q(x) = kx(x)+ qI(x)− qE – малая невязка резонанс-

ного распадного условия для волновых векторов вза-

имодействующих волн. В уравнении (2) мы исполь-

зовали систему координат (x, η, ξ), удобную при опи-

сании нелокализованной ИБ-волны, и опустили член,

описывающий ее дифракцию поперек магнитного по-

ля. Последнее обусловлено малостью этого члена в

сравнении с удержанным, описывающим дифракцию

волны вдоль магнитной силовой линии. Подробный

вывод системы уравнений (2), (3) может быть найден

в работе [24]. Интегрируя уравнение (2) с учетом гра-

ничного условия CI(x → ∞) = 0, найдем амплитуду

ИБ-волны

CI=

∞
∫

x

i

vgI
dx′

∞
∫

−∞

dξ′G(x−x′, ξ−ξ′) exp



−i

x′

∫

∆qdx′′



×

× γI(x
′, ξ′)ϕn(x

′)ϕm(y(ξ′))CE(z(ξ
′)), (5)

где G(x, ξ) =
√

vgI/(4πiΛI |x|) exp[ivgIξ2/(4ΛIx)] –

функция Грина уравнения (2). Обычно, характер-

ное время выноса энергии ИБ-волны в направлении

неоднородности плазмы из области распада разме-

ром ld = |∂∆q/∂x|−1/2
xd

, где xd – координата точки,

в которой ∆q(xd) = 0 [13–15], много меньше вре-

мени выноса ее энергии вдоль магнитного поля, т.е.

vgIπw
2/(ΛI ld) ≫ 1. В этом случае интегральный опе-

ратор в правой части выражения (5) может быть све-

ден к дифференциальному

∞
∫

−∞

dξ′G(x− x′, ξ − ξ′)f(ξ′) ≈ f(ξ) +

+
∂2f

2∂ξ2

∞
∫

−∞

dξ′G(x− x′, ξ − ξ′)(ξ − ξ′)2 + . . . (6)

Подставим (5) в уравнение (3), при записи которо-

го мы использовали координаты (x, y, z), адекватные

при описании ЭБ-волны, запертой в направлениях x

и y. Далее, выполним интегрирование по координа-

там x, y и, с учетом (6), в результате получим

i
∂

∂t
b+ ΛE exp

(

− z2

2w2

)

∂2

∂z2

[

exp

(

z2

2w2

)

b

]

+

+ Λn,m
∂2

∂z2
b = iγn,m(z)b, (7)

где введены следующие обозначения: b = CE ×
× exp(−z2/(2w2)),

γn,m =
γEγI
|vgI |xd

×

×
∞
∫

−∞

dx

2nn!
√
πδx

∞
∫

0

dρϕn

(

x+
ρ

2

)

ϕn

(

x− ρ

2

)

×

× exp

(

i
xρ

l2d

)

∞
∫

−∞

dy

2mm!
√
πδy

ϕ2
m(y) exp

(

− y2

w2

)

, (8)

Λn,m = γEγI
|ΛI |xd

|vgI |2xd

×

×
∞
∫

−∞

dx

2nn!
√
πδx

∞
∫

0

dρρϕn

(

x+
ρ

2

)

ϕn

(

x− ρ

2

)

×

× exp

(

i
xρ

l2d

)

∞
∫

−∞

dy

2mm!
√
πδy

ϕ2
m(y) exp

(

− y2

w2

)

. (9)

Коэффициент Λn,m описывает добавочную дифрак-

цию ЭБ-волны в результате ее нелинейной связи (в

присутствии накачки) с дифрагирующей ИБ-волной.

При выводе уравнения (7) мы приняли во внимание,

что cosα ≈ 1, и пренебрегли членами первого поряд-

ка малости по параметру sinα ≪ 1. В случае наибо-

лее опасной фундаментальной моды ЭБ-волны вы-

ражения (8) и (9) сводятся к виду

γ0,0 =
√
π

γEγI
|vgI |xd

(

1

l2d
+

1

δ2x

)

−1/2
w

√

w2 + δ2y

,

(10)

Λ0,0 =

√
π

2
γEγI

|ΛI |xd

|vgI |2xd

(

1

l2d
+

1

δ2x

)

−1
w

√

w2 + δ2y

.
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Далее мы найдем решение уравнения (7) и покажем,

что оно описывает поле, растущее во времени по экс-

поненциальному закону и локализованное в окрест-

ности максимума поперечного распределения пучка

накачки.

3. Дополнительная локализация ЭБ-волны

мощным пучком и возбуждение абсолютной

неустойчивости волны накачки. Итак, будем ис-

кать решение уравнения (7), которое описывает по-

ле ЭБ-волны, экспоненциально растущее во времени:

b = b0 exp(νt). В случае, когда параметрическая на-

качка существенно превосходит дифракционные по-

тери, т.е. при γn,m(0, 0) ≫ (ΛE + Λn,m)/(2w2), мы

можем преобразовать уравнение (7), разложив в ряд

Тейлора его коэффициенты, и тогда получим

(ΛE + Λn,m)
∂2

∂z2
b0 = i

[

γn,m(0)− ν − γn,m(0)
z2

w2

]

b0.

(11)

Собственные функции рассматриваемого уравнения

имеют вид

b0l(z) = exp

{

− exp
(

−i
π

4

)

2

√

|γn,m(0, 0)|
ΛE + Λn,m

z2

2w

}

×

×Hl

{

exp
(

−i
π

8

)

4

√

|γn,m(0, 0)|
ΛE + Λn,m

z√
w

}

, (12)

что демонстрирует возможность дополнительной ло-

кализации пучка в тороидальном направлении в при-

сутствии мощного пучка накачки. В свою очередь,

инкремент и поправка к собственной частоте, соот-

ветствующей собственным функциям ϕn(x) и ϕm(y),

можно представить как

νn,m,l = γn,m(0, 0)− (2l+1)

√

|γn,m(0, 0)|
2w2

(ΛE + Λn,m),

δωn,m,l = −(2l+ 1)

√

|γn,m(0, 0)|
2w2

(ΛE + Λn,m). (13)

Порог возбуждения абсолютной неустойчивости

определяется балансом параметрической накачки

и дифракционных потерь. Он может быть оценен

из условия νn,m,l(Pth) = 0 и для наиболее опас-

ной фундаментальной моды l = 0 определяется

соотношением |γn,m(Pth)| = (ΛE + Λn,m)/(2w2).

С целью подтверждения приближенных анали-

тических результатов нами было проведено чис-

ленное решение уравнения (7) для условий тока-

мака TCV (n0 = 3 · 1013 см−3, Te = 800 эВ,

H0 = 13.7 кГс, ω0/2π = 82ГГц) [9]. На рис. 1

показана эволюция инкремента неустойчивости, нор-

мированного на его аналитическое значение (13),

Рис. 1. Эволюция инкремента неустойчивости (числен-

ное решение уравнения (7)), нормированного на его

аналитическое значение (13), т.е. ∂ ln |b(0, t)|/∂(ν0,0,0t)

т.е. ∂ ln |b(0, t)|/∂(ν0,0,0t). Отметим, что эта зависи-

мость получена при значительном превышении поро-

га неустойчивости. Видно, что амплитуда ЭБ-волны

быстро выходит на режим экспоненциального ро-

ста, предсказываемый (13) и характерный для аб-

солютной неустойчивости. На рис. 2 приведено про-

Рис. 2. Эволюция распределения |b(z, t)|2/|b(0, t)|2 энер-

гии ЭБ-волны, найденного в результате численного ре-

шения уравнения (7)

странственное распределение поля ЭБ-волны, нор-

мированное на его значение в центре пучка. Фор-

ма распределения |b(z, t)|2/|b(0, t)|2 не меняется во

времени, что свидетельствует о наличии собствен-

ного решения этого уравнения. На рис. 3 проведено

сравнение распределения |b(z, t0)|2/|b(0, t0)|2, t0 =

2 · 10−6 с c аналитическим решением для наиболее

опасной фундаментальной моды ЭБ-волны |b0l(z)|2l=0
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Рис. 3. Сравнение распределения |b(z, t0)|
2/|b(0, t0)|

2,

t0 = 2 · 10−6, (сплошная линия) c аналитическим реше-

нием |b0l(z)|
2 (12) (штриховая линия) для фундамен-

тальной моды ЭБ-волны l = 0

(12). Результаты моделирования свидетельствуют об

адекватности найденных приближенных зависимо-

стей (12), (13) и подтверждают основной вывод ана-

литической модели о возбуждении в присутствии

мощной накачки собственных мод ЭБ-волны, лока-

лизованных в тороидальном направлении (12). Ам-

плитуда этих мод экспоненциально растет во време-

ни с инкрементом (13), что говорит о возбуждении

абсолютной распадной неустойчивости волны накач-

ки (1).

Для условий токамака TCV порог этой неустой-

чивости, найденный численно, составляет Pth =

37 кВт, в то время как аналитическое выражение

предсказывает значение Pth = 50 кВт. Таким обра-

зом, по порядку величины эти значения, полученные

аналитически и численно, хорошо согласуются с ре-

зультатом моделирования. Отметим, что найденный

порог возбуждения распадной неустойчивости силь-

но превышен в экспериментах по ЭЦ-нагреву плазмы

в токамаке TCV, СВЧ мощность в которых обыкно-

венно превосходит P0 = 200 кВт в пучке. Подчеркнем

также, что при мощности накачки P0 = 500 кВт ин-

кремент неустойчивости ν0,0,0 = 1.3 · 107 с−1, что на

два порядка больше, чем в случае отсутствия обсуж-

даемого механизма локализации [24]. Столь большие

значения инкремента делают эту неустойчивость ис-

ключительно опасной. Ее насыщение вероятнее все-

го происходит в результате каскада распадов на вто-

ричные, запертые в плазме ЭБ- [26, 27] и ИБ-волны.

Возбужденные таким образом первичные и вторич-

ные ИБ-волны поглощаются ионами плазмы, вызы-

вая их ускорение.
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