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Для одномерной легкоосной модели классических спинов, связанных ферромагнитным и антифер-

ромагнитным обменами между ближайшими и вторыми соседями соответственно, получена фазовая

диаграмма основного состояния. Параметры несоизмеримой магнитной структуры с переменным шагом

(солитонной решетки) рассчитаны в приближении среднего поля из условия коллинеарности спинов эф-

фективным обменным полям в континуальном приближении. Численной минимизацией средней энергии

по начальной угловой скорости спинов определено основное состояние солитонной решетки и фазовые

границы между солитонной и коллинеарными (ферромагнитной и “up-up-down-down”) фазами.
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В течение последних десятилетий фрустрирован-

ные магнетики вызывают постоянно растущий ин-

терес благодаря большому разнообразию необычных

состояний и их магнитных свойств [1]. Значитель-

ное число работ посвящено одномерной фрустриро-

ванной модели Гейзенберга, где сочетание фрустра-

ции обменных взаимодействий и сильных кванто-

вых флуктуаций приводит к различным состояни-

ям без дальнего магнитного порядка даже при ну-

левой температуре и к квантовым фазовым перехо-

дам между ними [2–9]. В реальных квазинизкомер-

ных магнитных кристаллах дальний магнитный по-

рядок устанавливается благодаря более слабым трех-

мерным взаимодействиям [10]. Применение кванто-

вых подходов при расчете трехмерных моделей со-

провождается значительным возрастанием сложно-

сти вычислений. При этом в качестве стартовой точ-

ки расчетов часто используют результаты рассмот-

рения соответствующих классических моделей, что

позволяет существенно сузить область поиска реше-

ний. Решения простых моделей с классическими спи-

нами качественно верно описывают магнитоупорядо-

ченные фазы в приближении среднего поля и легко

обобщаются на случаи любой размерности.

Основное состояние одномерной фрустрирован-

ной анизотропной модели Гейзенберга
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J1 < 0, J2 > 0, δ1,2 > 0,

где J2 > 0 – антиферромагнитный обмен со вторы-

ми магнитными соседями, определяется знаком об-

мена с ближайшими соседями J1, отношением обме-

нов R = J2/J1 и их анизотропией δ1 и δ2.

Для случая ферромагнитного обмена J1 < 0

фрустрация приводит к появлению различных со-

стояний как с дальним магнитным порядком, так

и без него [7–9, 11–13]. Интерес к таким магнети-

кам обусловлен как возросшим числом синтезиро-

ванных цепочечных соединений меди [14, 15], так и

активно изучаемыми мультиферроидными свойства-

ми последних [16, 17]. При рассмотрении модели (1) с

классическими векторными спинами обменная ани-

зотропия типа “легкая плоскость” (δ1, δ2 < 0) при

|R| > 1/4 приводит к спирали с плоскостью поляри-

зации, совпадающей с легкой плоскостью, и постоян-

ным шагом (углом между ближайшими спинами ϕ).

Последнее максимально упрощает расчет его вели-

чины, поскольку все спины находятся в эквивалент-

ном относительном окружении. Минимизация энер-

гии по шагу спирали приводит к стандартному ре-

зультату cosϕ = −1/4R. В случае легкоосной ани-

зотропии классическое решение модели (1) принци-

пиально усложняется. Минимальную энергию име-

ет геликоид с плоскостью поляризации, содержащей

легкую ось [18]. При этом обменные поля, действу-

ющие на спины, зависят от угла между его направ-

лением и осью анизотропии z. В результате шаг ге-

ликоида становится переменным – формируется со-

литонная решетка. Для ее описания необходимо ис-

пользовать континуальное приближение, при кото-
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ром изменение угла ориентации спинов представля-

ют в виде аналитической функции координаты θ(ri).

При таком подходе определение равновесной ориен-

тации спинов (вида функции θ(ri)) сводится к ми-

нимизации интеграла от плотности магнитной энер-

гии [18] или разложения термодинамического потен-

циала Гинзбурга–Ландау при конечной температу-

ре [19]. Это приводит к нелинейному дифференци-

альному уравнению Эйлера–Лагранжа как минимум

четвертого порядка, единственным способом реше-

ния которого остается подстановка пробных гармо-

нических функций (гармоник решения для однород-

ной спирали). Существенным ограничением проце-

дуры минимизации является также сопровождаю-

щая ее замена тригонометрических функций от про-

изводных угла ориентации спинов на аргументы.

Альтернативный метод расчета параметров соли-

тонной решетки в модели (1) был предложен нами в

работе [20]. В его основе лежит принцип коллинеар-

ности средних значений спинов суммарным эффек-

тивным полям на каждом узле решетки. Принцип

использовался ранее для расчета плоских и кони-

ческих несоизмеримых магнитных структур в двух-

подсистемном магнетике на дискретной решетке [21–

23] и был обоснован Капланом и Менюком в рамках

лагранжева формализма в обзоре [24]. Он позволя-

ет избежать нефизических состояний и определить

как основное, так и возбужденные состояния систе-

мы спинов. В общем случае при континуальном под-

ходе исходное уравнение на равенство нулю компо-

ненты полей, поперечной направлению спина на уз-

ле, является уравнением на ряды четных и нечет-

ных производных от угла ориентации спина. Ряды

четных производных (θ(2n)), определяющие нелиней-

ность решений, пропорциональны анизотропии. При

малой нелинейности (θ′′ ≪ 1) это уравнение стано-

вится автономным дифференциальным уравнением

первого порядка относительно квадрата угловой ско-

рости θ′ и допускает решение в квадратурах. Явный

вид зависимости θ′ от угла θ и начального условия θ′0
позволяет численно минимизировать среднюю энер-

гию на один спин в солитонной решетке по начально-

му условию, определяя таким образом основное со-

стояние. Целью настоящей работы является опреде-

ление в рамках этого подхода фазовой диаграммы ос-

новного состояния классического фрустрированного

ферромагнетика (1) при δ1 = δ2 = δ > 0.

При T = 0 в приближении среднего поля все спи-

ны имеют одинаковую длину S = 1 и их ориента-

ция в плоскости, содержащей легкую ось анизотро-

пии, определяется суммарным обменным полем от

соседних спинов. Компоненты поля вдоль оси анизо-

тропии z и ортогональной оси x, нормированные на

ферромагнитный обмен J1, имеют вид

hz = (1 + δ)h0
z, (2)

h0
z =

1

2

(

cos θi+1 + cos θi−1 +

+R(cos θi+2 + cos θi−2)
)

,

hx =
1

2

(

sin θi+1 + sin θi−1 +

+R(sin θi+2 + sin θi−2)
)

,

где h0
z – z-компонента обменного поля без анизотро-

пии, θi±1,2 – углы ориентации соседних спинов отно-

сительно оси анизотропии.

Переход к континуальному описанию проводится

разложением углов соседних спинов в ряд Тейлора в

окрестности значения угла i-го спина:

θi = θ,

θi±1 = θ ± Σ11 +Σ12, (3)

θi±2 = θ ± Σ21 +Σ22,

где Σαβ – суммы по нечетным и четным производ-

ным переменной θ,

Σ11 =

∞
∑

n=1

θ(2n−1)

(2n− 1)!
, Σ22 =

∞
∑

n=1

22nθ(2n)

(2n)!
,

Σ12 =

∞
∑

n=1

θ(2n)

(2n)!
, Σ21 =

∞
∑

n=1

22n−1θ(2n−1)

(2n− 1)!
.

Здесь и далее постоянная решетки принята равной

единице. После подстановки разложения (3) компо-

ненты поля (2) принимают вид

h0
z = cos(θ +Σ12) cosΣ11 +R cos(θ +Σ22) cosΣ21,

hx = sin(θ +Σ12) cosΣ11 +R sin(θ +Σ22) cosΣ21.

Продольное поле на каждом спине дает плотность

энергии на единичном интервале координатного про-

странства, равном постоянной решетки

h|| = ǫ = hz cos θ + hx sin θ = δh0
z cos θ + ǫ0, (4)

ǫ0 = cosΣ11 cosΣ12 +R cosΣ21 cosΣ22,

где δh0
z – поле анизотропии, а ǫ0 – энергия фруст-

рированного обменного поля в изотропном случае

δ = 0.

Ориентация каждого спина однозначно определя-

ется условием его коллинеарности суммарному ло-

кальному полю от соседних спинов. Математически

оно выражается в требовании обращения в ноль ком-

понент поля, ортогональных направлению спина – в
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нашем случае поперечной компоненты в плоскости

поляризации геликоида

h⊥ = hz sin θ − hx cos θ = δh0
z sin θ −∆0 ≡ 0, (5)

∆0 = cosΣ11 sinΣ12 +R cosΣ21 sinΣ22.

С учетом этого ограничения плотность магнитной

энергии (4) принимает мультипликативную форму –

анизотропная и фрустрационная компоненты входят

в виде произведения

ǫ =
1 + δ

1 + δ sin2 θ
ǫ0. (6)

Условие (5) принимает вид нелинейного уравнения

на ряды производных

cosΣ11 sinΣ12 +R cosΣ21 sinΣ22

cosΣ11 cosΣ12 +R cosΣ21 cosΣ22
=

δ sin θ cos θ

1 + δ sin2 θ
,

решение которого может быть получено в приближе-

нии малой ангармоничности (θ′′ ≪ 1), когда произ-

водными выше второго порядка можно пренебречь,

θ′′
cos θ′ + 4R cos 2θ′

cos θ′ +R cos 2θ′
=

2δ sin θ cos θ

1 + δ sin2 θ
.

Замена переменной z = (θ′)2/2 позволяет проинте-

грировать это автономное дифференциальное урав-

нение в квадратурах

I(z, z0) =

∫ z

z0

C(z)

ǫ0
dz = ln(1 + δ sin2 θ), (7)

где C(z) = cos
√
2z + 4R cos 2

√
2z, ǫ0(z) = cos

√
2z +

+R cos 2
√
2z. Переменная z изменяется от начально-

го значения z0 при θ = 0 до zmax при θ = π/2.

Разложим интеграл (7) в ряд Тейлора по степе-

ням отклонения переменной z от z0

I(z, z0) =

∞
∑

n=1

an
(z − z0)

n

n!
,

an =
(C(z)

ǫ0

)(n−1)

z0
,

до второй степени включительно (an>2 = 0 [20]), и

получим явный вид зависимости переменной z от уг-

ла ориентации спина

z = z0 +
ǫ0(z0)

3RK(z0)(1 + 2 cos2
√
2z0)

×

×
(

C(z0)−
(

C2(z0)− 6RK(z0)× (8)

× (1 + 2 cos2
√
2z0) ln(1 + δ sin2 θ)

)1/2
)

,

K(z0) =
sin(

√
2z0)√

2z0
.

Число спинов на единичном интервале угла θ (плот-

ность спинов – d) определяется угловой скоростью и

зависит от начального условия и угла θ:

d = (θ′)−1 = (2z(z0, θ))
−1/2. (9)

Подставляя выражение для угловой скорости в плот-

ность энергии (6) и интегрируя на интервале пери-

одичности функции sin2 θ, получаем среднюю энер-

гию на один спин

ES(z0) =

(1 + δ)

∫ π/2

0

ǫ0(z)

1 + δ sin2 θ

dθ
√

2z(θ, z0)
∫ π/2

0

dθ
√

2z(θ, z0)

. (10)

Основное состояние полученных решений определя-

ется экстремумом энергии (10) (в нашем случае мак-

симумом, поскольку поля и плотность энергии нор-

мированы на ферромагнитный обмен J1 < 0). Зна-

чение z0 = zmin, соответствующее этому экстремуму,

определяет основное состояние солитонной решетки

для каждого набора параметров δ и R. После под-

становки этого значения в (9) получаем зависимость

угловой скорости от угла в основном состоянии. От-

метим, что для расчета энергии солитонной решетки

явная зависимость угла от пространственной коор-

динаты не требуется вследствие исходной трансля-

ционной инвариантности задачи.

Зависимость средней энергии основного состоя-

ния солитонной решетки (10) от параметра анизотро-

пии δ является нелинейной (рис. 1). Фазовый переход

первого рода по этому параметру в ферромагнитное

состояние (F) (при |R| < 1/2) или состояние с че-

редованием пар спинов, направленных вдоль и про-

тивоположно оси z (“up-up-down-down” фаза UUDD)

(при |R| > 1/2) [11–13], происходит при совпадении

энергии солитонной решетки с энергией коллинеар-

ной фазы:

EF = (1 + δ)(1 +R), |R| < 1/2,

EUUDD = −(1 + δ)R, |R| > 1/2.

Разница между минимальным (zmin) и максималь-

ным (zmax) значениями переменной z монотонно рас-

тет с ростом δ и достигает максимума в тройной точ-

ке (R = −1/2, δ ≈ 1.34). На рис. 2 показаны изме-

нения плотности энергии ǫ, спиновой плотности d и

параметра z как функций угла ориентации спинов в

тройной точке.

На фазовой диаграмме основного состояния моде-

ли (1) (рис. 3) показаны пределы изменения перемен-

ной z в остальных точках фазовых границ (сплош-

ные линии), а также для сравнения ее значение для

Письма в ЖЭТФ том 106 вып. 1 – 2 2017



Фазовая диаграмма основного состояния . . . 37

Рис. 1. Средняя энергия солитонной решетки ES, пре-

дельные значения переменной z (квадрата угловой ско-

рости) и интервала ее изменения от анизотропии при

R = −1/2. Также показано изменение энергии коллине-

арных фаз при этом значении параметра фрустрации

Рис. 2. Зависимость плотности нормированной энергии

геликоида с переменным шагом ǫ(θ) (6), числа спинов

на единичный интервал угла (спиновой плотности) d(θ)

(9) и переменной z (8) от угла θ в тройной точке фазо-

вой диаграммы

геликоида с постоянным шагом (δ = 0) при тех же

значениях R (пунктирная линия). Такой геликоид

с плоскостью поляризации ортогональной оси ани-

зотропии также удовлетворяет условию коллинеар-

ности. Однако его нормированная энергия, равная

энергии в отсутствии анизотропии

ES(δ = 0) = −R− 1

8R
, (11)

всегда меньше монотонно растущей энергии солитон-

ной решетки (см. рис. 1). Таким образом, при лю-

бом значении легкоосной анизотропии солитонная

Рис. 3. Фазовая диаграмма классического легкоосного

фрустрированного ферромагнетика. Показаны преде-

лы изменения переменной z(θ) на фазовых границах

солитонной (S), ферромагнитной (F) и UUDD фаз, а

также для сравнения зависимость z(|R|) для плоского

однородного геликоида. При |R| → ∞ фазовая граница

между UUDD и солитонной фазами стремится к оси |R|

решетка с плоскостью поляризации, содержащей ось

анизотропии, энергетически выгоднее плоской одно-

родной спирали. Условие коллинеарности спинов ло-

кальным полям вносит ограничение и на формирова-

ние конического однородного геликоида – для его су-

ществования необходимо дополнительно либо внеш-

нее магнитное поле, либо обменное поле со стороны

спинов второй магнитной подсистемы.

Фазовая диаграмма основного состояния кванто-

вой модели (1) с анизотропией типа “легкая ось” δ1 =

= δ2 = δ > 0 содержит три фазы: ферромагнитную

(F), антиферромагнитную с парами спинов, ориен-

тированных вдоль и противоположно оси z (UUDD

фаза), и промежуточную фазу с намагниченностью,

непрерывно изменяющейся в зависимости от пара-

метров модели [11–13]. Модель (1) с классически-

ми спинами рассмотрена в работе [18], для случая

δ1 > δ2 = 0 в окрестности точки Лифшица |R| =

= 1/4, δ1 = 0 выполнена минимизация интеграла от

плотности магнитной энергии. В нашем подходе при

отсутствии анизотропии обмена со вторыми соседя-

ми уравнение коллинеарности перестает быть авто-

номным, и его решение может быть найдено в виде

поправки по аргументу функции z(δ1 sin θ) к реше-

нию автономного уравнения.

На рис. 4 для сравнения приведены фазовые гра-

ницы между солитонной и ферромагнитной фазами

как для случая δ1 = δ2 = δ (1), так и для δ1 > δ2 = 0

(2) в соответствующей области фазового простран-
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Рис. 4. Фазовая граница между ферромагнитной и со-

литонной фазами классического легкоосного фрустри-

рованного ферромагнетика в окрестности точки |R| =

1/4 для двух случаев анизотропии модели (1). Зависи-

мость 3 взята из работы [18]

ства. Квадратичная зависимость фазовой границы

δ1c ∝ R2, совпадающая с результатом [18] (кривая 3),

сохраняется только в ближайшей окрестности точки

Лифшица. С ростом |R| эта зависимость переходит в

линейную, что имеет простое объяснение. При увели-

чении фрустрации угол между ближайшими спина-

ми стремится к π/2 – формируется несоизмеримая

структура с локальной спиновой ориентацией типа

“крест”. При этом энергия такой структуры (11) име-

ет асимптотику ǫ(|R| → ∞) = −R, что в сравнении

с энергией ферромагнитной фазы дает асимптоти-

ческую границу δ1c = −2R − 1. В то же время для

случая с анизотропией в обеих обменах такой асимп-

тотикой является δc = (1 + R)−1. При анизотропии

δ1 > δ2 = 0 и |R| ≈ 0.35 максимальная скорость (угол

между соседними спинами при θ ≈ π/2) превышает

π/4, а со вторыми соседями – π/2. При больших зна-

чениях параметра фрустрации замена тригономет-

рических функций от скорости в плотности энергии

и вариационном уравнении Эйлера будет давать зна-

чительную систематическую ошибку. В уравнении на

коллинеарность спинов и полей проводили замену

на аргумент тригонометрических функций от второй

производной угла θ, которая даже при максималь-

ном значении в тройной точке фазовой диаграммы

(см. рис. 3) не превышает 0.45.

Приведенное сравнение двух разных случаев об-

менной анизотропии модели (1) показывает, что сде-

ланное нами в работе [11] (и в ряде работ других ав-

торов) утверждение о несущественном влиянии ани-

зотропии обмена со вторыми соседями неверно. От-

сутствие такой анизотропии качественно изменяет

фазовую диаграмму, поскольку энергия UUDD фазы

становится всегда выше энергии солитонной решет-

ки. Отсутствие UUDD фазы на фазовой диаграмме

классической модели (1) при δ2 = 0 говорит о воз-

можных изменениях и на квантовой фазовой диа-

грамме, где эта фаза присутствует при δ2 > 0 [11–13].
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