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На основе репличного алгоритма методом Монте-Карло выполнены исследования фазовых перехо-

дов и критических свойств антиферромагнитной модели Гейзенберга на слоистой кубической решетке с

учетом внутрислойных взаимодействий вторых ближайших соседей. На основе гистограммного метода

и метода кумулянтов Биндера проведен анализ характера фазовых переходов. Установлено, что в ис-

следуемой модели переход из коллинеарной фазы в парамагнитную реализуется как фазовый переход

второго рода. Используя теорию конечно-размерного скейлинга, рассчитаны статические критические

индексы теплоемкости α, восприимчивости γ, параметра порядка β, радиуса корреляции ν, а также ин-

декс Фишера η. Показано, что трехмерная модель Гейзенберга на слоистой кубической решетке с учетом

взаимодействия вторых ближайших соседей принадлежит к тому же классу универсальности критиче-

ского поведения, что и антиферромагнитная модель Гейзенберга на слоистой треугольной решетке.
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Введение. Проблема исследования фазовых пе-

реходов (ФП) и критических свойств в спиновых си-

стемах с конкурирующим взаимодействием являет-

ся одной из центральных в современной физике кон-

денсированного состояния [1–3]. Конкуренция обмен-

ного взаимодействия может привести к фрустрации.

Спиновые системы с фрустрациями во многом прояв-

ляют свойства, отличные от соответствующих неф-

рустрированных систем. Такое отличие выражается

в богатом разнообразии фаз и ФП, что обусловлено

сильным вырождением основного состояния [4].

Одними из наиболее интенсивно исследуемыми в

последние годы моделями с конкурирующими обмен-

ными взаимодействиями являются двумерная мо-

дель Изинга на квадратной решетке [5–10] и трехмер-

ная модель Изинга на слоистой кубической решет-

ке [11, 12]. Учет взаимодействий вторых ближайших

соседей в этих моделях приводит к возникновению

фрустраций, что усложняет их решение. Тем не ме-

нее, указанные модели достаточно хорошо изучены

и многие их свойства известны.

При исследовании модели Гейзенберга основное

внимание уделяется антиферромагнитным моделям

на различных типах решеток, где фрустрации обу-

словлены геометрией решетки [1, 2, 4, 5, 13–15]. Мо-

дель Гейзенберга, где фрустрации обусловлены кон-

куренцией обменных взаимодействий, до сих пор
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остается малоизученной. Фазовые переходы и кри-

тические свойства этой модели на слоистой кубиче-

ской решетке с учетом внутрислойных взаимодей-

ствий следующих ближайших соседей практически

не исследованы. Учет антиферромагнитных взаимо-

действий вторых ближайших соседей в классических

трехмерных моделях сопровождается вырождением

основного состояния и появлением различных фаз

и ФП. Кроме того, учет взаимодействия следующих

ближайших соседей может также влиять на крити-

ческое поведение модели, в частности, появляются

различные аномалии критических свойств [16].

Численное моделирование методом Монте-Карло

(МК) для модели Гейзенберга на кубической решет-

ке с учетом взаимодействий вторых ближайших со-

седей были проведены в работе [17]. В этой рабо-

те авторами построена фазовая диаграмма зависи-

мости критической температуры от величины взаи-

модействия вторых ближайших соседей в интервале

0.0 ≤ r ≤ 0.5, где r = J2/J1 (J1 и J2 – констан-

ты обменного взаимодействия ближайших и вторых

ближайших соседей соответственно). На диаграмме

было видно, что вблизи точки r = 0.25 пересекаются

три различные фазы: ферромагнитная, парамагнит-

ная и коллинеарная. Согласно этой диаграмме, для

r < 0.25 реализуется ФП второго рода, когда как для

r > 0.25 имеет место ФП первого рода. Для опре-

деления типа ФП авторами был использован гисто-

граммный анализ данных метода МК. Как следует

72 Письма в ЖЭТФ том 106 вып. 1 – 2 2017



Фазовые переходы и критические свойства в антиферромагнитной модели Гейзенберга. . . 73

из работы, расчеты проводили лишь для систем с ма-

лыми линейными размерами (L ≤ 18), что вызывает

сомнение в правильности полученных результатов.

Как было показано ранее в работах [11, 12, 18], для

определения типа ФП в системах с фрустрациями

необходимо исследовать системы с большими линей-

ными размерами (L ≥ 90).

В данной работе нами предпринята попытка ис-

следовать ФП и критическое поведение антиферро-

магнитной модели Гейзенберга на слоистой кубиче-

ской решетке с учетом взаимодействий вторых бли-

жайших соседей внутри слоев. Такая модель явля-

ется частным случаем модели, исследуемой в работе

[17], когда взаимодействие вторых ближайших сосе-

дей между слоями равно нулю. При больших зна-

чениях величины взаимодействия вторых ближай-

ших соседей между слоями эти модели отличаются

друг от друга. В данном исследовании взаимодей-

ствие вторых ближайших соседей между слоями не

учитывается.

Интерес к исследуемой модели обусловлен тем,

что при учете антиферромагнитных взаимодействий

вторых ближайших соседей внутри слоев данная мо-

дель становится фрустрированной. Многие физиче-

ские свойства фрустрированных систем сильно за-

висят от величины взаимодействия вторых ближай-

ших соседей. Антиферромагнитная модель Гейзен-

берга на слоистой кубической решетке с учетом вза-

имодействия вторых ближайших соседей до сих пор

является малоизученной. Поэтому исследование этой

модели на основе современных методов и идей поз-

волит получить ответ на ряд вопросов, связанных

с критическим поведением, характером и природой

ФП слоистых фрустрированных спиновых систем.

Модель и метод исследования. Антиферро-

магнитная модель Гейзенберга на кубической решет-

ке с учетом взаимодействий следующих ближайших

соседей описывается следующим гамильтонианом:

H = −J1
∑

〈i,j〉

(Si · Sj)− J2
∑

〈i,l〉

(Si · Sl), (1)

где Si – трехкомпонентный единичный вектор, Si =

= (Sx
i , S

y
i , S

z
i ).

Решетка состоит из двумерных квадратных сло-

ев, сложенных по ортогональной оси. Первый член

в формуле (1) характеризует антиферромагнитное

взаимодействие всех ближайших соседей, которое бе-

рется одинаковым как внутри слоев, так и между

слоями (J1 < 0). Второй член характеризует ан-

тиферромагнитное взаимодействие следующих бли-

жайших соседей, находящихся в том же слое (J2 <

< 0). В данной работе рассмотрен случай, когда r =

= J2/J1 = 1, где r – величина взаимодействия вто-

рых ближайших соседей. Этот случай соответствует

коллинеарной фазе. Упорядочение спинов в основ-

ном состоянии схематически представлено на рис. 1.

Рис. 1. Магнитная структура основного состояния

Исследования ФП фрустрированных спиновых

систем традиционными теоретическими, экспери-

ментальными и численными методами сталкиваются

с серьезными и труднопреодолимыми проблемами.

Строго и последовательно на основе микроскопиче-

ских гамильтонианов такие системы на сегодняшний

день могут быть изучены методами Монте-Карло

[18–25], которые позволяют исследовать термодина-

мические свойства спиновых систем практически лю-

бой сложности. На их основе, на данный момент, изу-

чены целые классы спиновых систем и рассчитаны

критические индексы широкого спектра моделей. В

представленном исследовании был использован реп-

личный обменный алгоритм метода МК [26], являю-

щийся наиболее мощным и эффективным для иссле-

дования фрустрированных спиновых систем. Более

подробно этот алгоритм описан нами в работе [6].

Результаты моделирования. Расчеты прово-

дили для систем с периодическими граничными

условиями и линейным размером L × L × L = N ,

L = 24÷120. Для вывода системы в состояние термо-

динамического равновесия отсекается участок дли-

ной τ0 = 4× 105 МКшагов/спин, что в несколько раз

больше длины неравновесного участка. Усреднение

термодинамических величин выполняли вдоль мар-

ковской цепи длиной τ = 500τ0 МКшагов/спин.

Параметр порядка системы m вычисляется с по-

мощью выражения

Mλ =
4

N

∑

i∈λ

(−1)zSi, где λ = 1, 2, 3, 4, (2)

ma = [m1 +m2 − (m3 +m4)]/4, (3)
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mb = [m1 +m4 − (m2 +m3)]/4, (4)

m =
√

(ma)2 + (mb)2, (5)

где m1, m2, m3, m4 – параметры порядка по подре-

шеткам, z – номер слоя решетки.

Для определения критической температуры TN ,

мы использовали метод кумулянтов Биндера UL чет-

вертого порядка [27]:

UL = 1−
〈m4〉L
3〈m2〉2L

. (6)

Согласно теории конечно-размерного скейлинга,

точка пересечения всех кривых UL(T ) является кри-

тической. Выражение (6) позволяет определить кри-

тическую температуру TN с большой точностью.

Следует отметить, что применение метода кумулян-

тов Биндера позволяет также хорошо тестировать

тип ФП в системе. В случае ФП второго рода кривые

температурной зависимости кумулянтов Биндера UL

имеют четко выраженную точку пересечения [27].

На рис. 2 представлена характерная зависимость

UL от температуры для разных значений L (здесь

Рис. 2. Зависимость кумулянта Биндера UL от темпе-

ратуры kBT/|J |

и на всех последующих рисунках статистическая

погрешность не превышает размеров символов, ис-

пользованных для построения зависимостей). Рис. 2

демонстрирует точность определения критической

температуры. Из графика следует, что в критической

области наблюдается четко выраженная точка пере-

сечения (TN = 1.332(1) (здесь и далее температура

дана в единицах |J |/kB)), что свидетельствует о ФП

второго рода.

Для более подробного анализа рода ФП нами

использован гистограммный анализ данных метода

МК [28, 29]. Этот метод позволяет надежно опреде-

лить род ФП по методике, подробно описанной в [30].

Результаты нашей работы показывают, что пере-

ход из коллинеарной фазы в парамагнитную фазу

является переходом второго рода, что продемонстри-

ровано на рис. 3 и 4. На этих рисунках представле-

Рис. 3. Гистограмма распределения энергии для L = 24

и 30 усл. ед.

Рис. 4. Гистограмма распределения энергии для L = 60

и 90 усл. ед.

ны гистограммы распределения энергии для систем

с линейными размерами L = 24, 30, 60 и 90. Гра-

фики построены вблизи критической температуры.

Из рисунков следует, что в зависимости вероятности

P (U) от энергии U для всех систем наблюдается один

хорошо выраженный максимум, который свидетель-

ствует в пользу ФП второго рода.

Ранее в работе [30] нами было показано, что для

систем с большими линейными размерами на гисто-

грамме распределения энергии может появиться вто-

рой максимум, который отсутствует для систем с

малыми линейными размерами. Поэтому для уста-

новления типа ФП необходимо исследовать системы
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с большими линейными размерами. В связи с этим

на рис. 5 представлены гистограммы распределения

Рис. 5. Гистограмма распределения энергии для L =

120 усл. ед.

энергии для системы с линейным размером L = 120.

Графики построены при различных температурах,

близких к критической. В результате для всех зна-

чений T , даже для L = 120, наблюдается один мак-

симум, что позволяет говорить о наличии в систе-

ме ФП второго рода. А это противоречит результату,

полученному в работе [17], где переход из коллине-

арной фазы в парамагнитную является ФП первого

рода. Такое несоответствие может быть связано ли-

бо с тем, что нами в данном исследовании не учиты-

валось межслойное обменное взаимодействие вторых

ближайших соседей, либо с тем, что в [17] исследо-

ваны системы с малыми линейными размерами, что

не позволяет с уверенностью утверждать о типе ФП.

Для расчета статических критических индексов

теплоемкости α, восприимчивости γ, параметра по-

рядка β, радиуса корреляции ν и индекса Фишера η

применяли соотношения теории конечно-размерного

скейлинга (КРС) [19, 31].

Из теории КРС следует, что в системе размером

L × L × L при T = TN и достаточно больших L вы-

полняются следующие выражения [19, 31]:

m ∼ L−β/ν , (7)

χ ∼ Lγ/ν, (8)

Vi ∼ L1/νgVi
, (9)

где gVi
– некоторая постоянная, а в качестве Vi может

выступить:

Vi =
〈miE〉

〈mi〉
− 〈E〉 (i = 1, 2, 3). (10)

Такие выражения были нами использованы для

определения β, γ и ν.

Более подробно процедура определения критиче-

ского индекса теплоемкости α и индекса Фишера η

приведена нами в работе [5].

На рис. 6 и 7 в двойном логарифмическом мас-

штабе представлены характерные зависимости маг-

Рис. 6. Зависимость параметра порядка m от линейных

размеров системы L при T = TN (в усл. ед.)

Рис. 7. Зависимость восприимчивости χ от линейных

размеров системы L при T = TN (в усл. ед.)

нитного параметра порядка m и восприимчивости

χ от линейных размеров решетки L. Все точки на

графиках в пределах погрешности ложатся на пря-

мые. Углы наклона этих прямых определяют значе-

ния β/ν и γ/ν.

На рис. 8 в двойном логарифмическом масшта-

бе показаны характерные зависимости параметров Vi

при i = 1, 2, 3 от линейных размеров решетки L. Как

следует из рисунка, все точки на графиках в преде-

лах погрешности хорошо ложатся на прямую, зави-

симости, проведенные в соответствии с методом наи-

меньших квадратов, параллельны друг другу. Угол

наклона прямой определяет значение 1/ν. Вычислен-
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Таблица 1. Значения критических индексов α, β, γ, ν и η для разных моделей

Критический Данные Нефрустрированная

параметр этой [14] [32] [33] модель Гейзенберга

работы [34]

α 0.165(5) 0.18(2) – 0.11 −0.1336(15)]

β 0.295(5) 0.30(2) – 0.31 0.3689(3)

γ 1.259(5) 1.27(2) 1.20(8) 1.26 1.3960(9)

ν 0.649(5) 0.65(1) 0.63(5) 0.63 0.7112(5)

η 0.06(2) −0.06(3) 0.08(3) 0.0 0.0375(5)

TN (усл. ед.) 1.332(1) 0.957(1) – – 1.443(1)

Рис. 8. Зависимость параметра Vi от линейных разме-

ров системы L при T = TN (в усл. ед.)

ное таким образом значение ν используется для опре-

деления критических индексов теплоемкости α, вос-

приимчивости γ и параметра порядка β.

Все значения статических критических индек-

сов, полученные указанным образом, представлены

в табл. 1, из которой следует, что почти все значения

критических индексов, рассчитанные нами, в преде-

лах погрешности совпадают, как с численными [14],

так и с теоретическими [32, 33] данными для трех-

мерной антиферромагнитной модели Гейзенберга на

слоистой треугольной решетке. Тот факт, что индекс

Фишера η = 0.06 для данной модели имеет поло-

жительное значение, также свидетельствует в поль-

зу ФП второго рода. Что касается критической тем-

пературы, определенной в данном исследовании и

в работе [14], то они сильно отличаются. Отметим,

что полученные нами значения критических индек-

сов отличаются от соответствующих значений для

нефрустрированной трехмерной модели Гейзенберга

[34]. Это свидетельствует о принадлежности исследу-

емой нами модели к тому же классу универсальности

критического поведения, что и антиферромагнитная

модель Гейзенберга на слоистой треугольной решет-

ке.

Заключение. Исследование фазовых переходов

и критических свойств трехмерной антиферромаг-

нитной модели Гейзенберга на слоистой кубической

решетке с учетом внутрислойного взаимодействия

вторых ближайших соседей выполнено с использо-

ванием высокоэффективного репличного алгоритма

метода Монте-Карло. На основе гистограммного ме-

тода анализа данных и метода кумулянтов Биндера

четвертого порядка проведен анализ характера фа-

зовых переходов. Показано, что в исследуемой моде-

ли реализуется фазовый переход второго рода. Рас-

считаны все основные статические критические ин-

дексы. Расчет критических индексов выполнен на ос-

нове соотношений теории конечно-размерного скей-

линга. Полученные данные свидетельствуют о при-

надлежности исследуемой модели к тому же классу

универсальности критического поведения, что и ан-

тиферромагнитная модель Гейзенберга на слоистой

треугольной решетке.
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