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Обсуждаются решеточные модели, которые могут служить в качестве дискретизации квантовой

теории поля с безмассовыми фермионами. Эти же модели могут описывать дираковские полуметаллы.

Оказалось, для случая решеточных моделей общего вида следует переопределить аксиальный ток, с

тем чтобы оставалось верным привычное выражение для киральной аномалии. Тогда в присутствии не

зависящего от времени потенциала внешнего электромагнитного поля формализм вигнеровских преобра-

зований позволяет связать дивергенцию аксиального тока с топологическим инвариантом в импульсном

пространстве, определенным для системы, находящейся в равновесии, и ответственным за стабильность

ферми-точки. Полученное выражение представляет аксиальную аномалию для решеточных моделей

общего вида. Мы иллюстрируем его рассмотрением модели с фермионами Вильсона.
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1. Введение. Если дираковский фермион обла-

дает симметрией относительно преобразования ψ →

→ eiγ
5αψ (для действительного α), то из класси-

ческих уравнений движения следует, что ∂µj
5µ =

= ∂µ(ψ̄γ
µγ5ψ) = 0. Однако в квантовой теории при

наличии внешнего электрического (E) и магнитно-

го (B) полей данное равенство переходит [1, 2] в

∂µj
5µ = 1

2π2EB. (Мы пользуемся релятивиской си-

стемой единиц, в которой ~ = c = 1 и кроме того,

включаем электрический заряд в определение элек-

тромагнитного поля.)

Решеточная регуляризация является по сути

единственным способом вычислять любые физи-

ческие величины в квантовой теории поля. Кроме

того, те же решеточные модели, которые используют

при исследовании релятивистской квантовой теории

поля, применяют также и для описания реальных

материалов в физике твердого тела [3–5]. Поэтому

вопросам, связанным с аксиальной аномалией в

дискретном пространстве-времени, в литературе

уделялось значительное внимание [6–10]. Были

получены выражения для дивергенции аксиального

тока как для вильсоновских [11, 12], так и для

оверлэп [13] фермионов [14, 15]. В рамках физики

твердого тела киральная аномалия исследовалась

в полуметаллах: вейлевских [16, 17] и дираковских

1)e-mail: zubkov@itep.ru

[17–19]. Кроме того, она обсуждалась для сверхтеку-

чего гелия-3 [20–22]. Таким образом, представляет

интерес получение выражения для дивергенции

аксиального тока для решеточных моделей общего

вида. Следует отметить, что важным свойством

аномалии в релятивистской квантовой теории поля

является независимость коэффициента перед EB от

взаимодействия [1, 2], связанная с его неизменно-

стью при плавном изменении физической системы

(например, при плавном включении и выключе-

нии взаимодействия). Подобными неизменными

величинами являются топологические инвариан-

ты в импульсном пространстве, которые могут

изменяться только при топологическом фазовом

переходе.

2. Аксиальный ток в решеточных моделях.

Рассмотрим решеточные модели, которые дискре-

тизуют теории поля с дираковскими фермионами

или (что то же) представляют собой так называе-

мые “tight-binding” модели дираковских полуметал-

лов. При этом, для того чтобы один и тот же форма-

лизм мог использоваться в исследованиях типичных

решеточных дискретизаций релятивистской кванто-

вой теории поля и моделей реальных дираковских

полуметаллов, мы предполагаем, что в последних

эволюция по времени дискретизована. Такая дискре-

тизация приводит к тому, что (при нулевой темпера-

туре) импульсное пространство представляется как
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произведение первой зоны Бриллюена и конечного

интервала частот, делая все импульсное простран-

ство компактным.

Для широкого класса подобных моделей выраже-

ние для статистической суммы записывается следу-

ющим образом [23]:

Z =

∫

Dψ̄Dψ exp(−

∫

M

d4p

|M |
ψ̄T (p)G−1(p−A(i∂p)−

−A5γ5(i∂p))ψ(p)), (1)

где |M | – это 4-х мерный объем импульсного про-

странства рассматриваемой системы, G(p) – двухто-

чечная функция Грина в импульсном пространстве

для системы в отсутствии внешних электромагнит-

ного A(x) и аксиального A5(x) полей (x = (τ, r) –

координаты в Евклидовом пространстве, τ – мнимое

время, а r – пространственные координаты). Предпо-

лагаем, что такая система однородна и поэтому G(p)

зависит только от одного набора Евклидовых имуль-

сов p = (ω,p). γ5 = diag(−1,−1, 1, 1) – это матрица,

действующая в подпространстве эффективных четы-

рехмерных спиноров, представляющих низкоэнерге-

тическую эффективную теорию дираковских спино-

ров, которая появляется в окрестности ферми-точки

в рассматриваемой решеточной модели. В определе-

нии данной модели уже могут быть включены неко-

торые взаимодействия, однако не учитываются чле-

ны в эффективном действии, содержащие произве-

дение более чем двух фермионных полей.

Выражение G−1(p − A(i∂p) − A5γ5(i∂p)) пони-

мается как разложение в ряд по степеням им-

пульсов выражения для G−1(p), в которое подстав-

лены комбинации Pi = p − Ai(i∂p) − A5
i γ

5(i∂p)

вместо pi. Cледует при этом указать способ упо-

рядочения произведения входящих в это выраже-

ние операторов. Мы выбираем симметричное упо-

рядочение, в котором каждое произведение вида

f̂i1...inPi1 ...Pin (где f̂i1...in – матрицы) заменяет-

ся на сумму f̂i1...in
1
n!

∑

(i1,...,in)→(j1,...,jn)
Pj1 ...Pjn по

всем возможным комбинациям (j1, ..., jn) индексов

i1, ..., in. В частности, матрица γ5, входящая в P ,

согласно такому упорядочению, всегда оказывается

справа от f̂i1...in .

Аксиальный ток можно определять в принципе

различными способами. Например, можно находить

его как вариацию функционального интеграла по от-

ношению к полю A5:

j5,k(x) = −
δ

δA5
k(x)

logZ[A5, A]
∣

∣

∣

A5=0
. (2)

Мы принимаем это определение для систем, у ко-

торых “затравочная” функция Грина G(p) коммути-

рует или антикоммутирует с γ5. Для таких систем

выражение для аксиального тока следующее (дока-

зательство этого утверждения см. в [24]):

j5k(x) =

∫

M

d4p

(2π)4
Tr γ5G̃(x, p)

∂

∂pk

[

G̃(0)(x, p)
]−1

, (3)

где G̃(0)(x, p) = G(p − A(x)), а G̃(x, p) определяется

из решения уравнения Грюневольда:

1 = Q(x, p) ⋆ G̃(x, p) ≡

≡ Q(x, p)e
i
2
(
←−
∂ x

−→
∂ p−

←−
∂ p

−→
∂ x)G̃(x, p). (4)

Следуя [24], мы рассматриваем выражение (3) в ка-

честве определения аксиального тока также и для

моделей, в которых отсутствует точная киральная

симметрия и, соответственно, матрица γ5 не ком-

мутирует (или антикоммутирует) с “затравочной”

функцией Грина G(p). Очевидно, что в наивном

непрерывном пределе это определение приведет нас

к привычному выражению ψ̄γµγ5ψ. Уравнение Грю-

невольда решается в порядке за порядком разложе-

ния по производным:

G̃(x, p) = G̃(0)(x, p) + G̃(1)(x, p) + ..., (5)

и мы приходим к

j5k(x) = T
i

2

∑

ωn

∑

i,j=1..4

Tr

∫

d3p

(2π)3
γ5G(ωn,p)×

× ∂pi
G−1(ωn,p)∂pj

G(ωn,p)∂pk
G−1(ωn,p)F

ij(x), (6)

где G(ωn,p) = G(p) – “затравочная” функция Грина,

в которой нет калибровочных потенциалов A и A5,

при этом мы также обозначаем p4 = ωn = 2π
N
(t+ 1

2 ),

t = 0...N − 1. Здесь мы переходим от системы при

нулевой температуре к системе с конечной темпера-

турой, что эффективно сводится к замене интегра-

ла по частотам на сумму. При этом T = 1/N играет

роль температуры, измеренной в решеточных едини-

цах 1/δτ (здесь N – число шагов решеточной модели

по мнимому времени, а δτ – это шаг решетки по вре-

менно́му направлению).

3. Дивергенция аксиального тока. Прежде

всего заметим, что выражение схожее с (6), возни-

кает в разложении по производным решения уравне-

ния Грюневольда вне рамок линейного отклика ак-

сиального тока на внешнее электромагнитное поле.

При этом в отличие от случая линейного отклика

мы должны ограничиться только внешними поля-

ми с потенциалом, не зависящим явно от времени.

Только для таких внешних полей мы можем соста-

вить гамильтониан системы и использовать термо-

динамический ансамбль Гиббса. В общем случае за-

висящих от времени внешних потенциалов в нашем
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формализме функциональных интегралов мы долж-

ны были бы воспользоваться кинетическим подхо-

дом и техникой Келдыша. Подобное рассмотрение

выходит за рамки настоящей работы. Таким обра-

зом, здесь и далее A(x) не зависит от мнимого вре-

мени τ и зависит только от пространственных ко-

ординат. В этом случае имеем разложение j5k(x) =

= j(0)5k(x) + j(1)5k(x) + ..., где следующие члены со-

держат степени производных внешнего поля выше

первой, в то время как

j(0)5k(x) = T
∑

ωn

Tr

∫

d3p

(2π)3
γ5G(p−A(x)) ×

× ∂pk
G−1(p−A(x)) (7)

и j(1)5k(x) = i
4π2 M

ijk
3 Fij , где

M ijk
3 = T

1

4

∑

ωn

Tr

∫

d3p

2π
γ5G(p−A(x)) ×

× ∂pi
G−1(p−A(x))∂pj

G(p−A(x)) ×

× ∂pk
G−1(p−A(x)) − (i↔ j). (8)

При вычислении дивергенции аксиального тока мы

будем удерживать только производные от первых

двух членов в разложении. Следующие члены подав-

лены по сравнению с первыми двумя степенями отно-

шения
Fij

µ2 , где µ – характерная для данной системы

шкала энергий. Для системы безмассовых невзаимо-

действующих фермионов в качестве шкалы высту-

пает ультрафиолетовое обрезание эффективной низ-

коэнергетической теории и, следовательно, оставши-

еся члены просто исчезают в непрерывном пределе.

Вопрос о возможной роли этих следующих членов в

моделях с взаимодействием также выходит за рамки

настоящей работы. Дивергенция первого слагаемого

в разложении по производным дает

∂j(0)5(x) = −T
∑

ωn

∑

k,l=1,...,4

Tr

∫

d3p

(2π)3
γ5 ×

× ∂pl

(

G(p−A(x))∂pk
G−1(p−A(x))

)

∂xkAl(x). (9)

Мы исходим из того, что введение конечной темпе-

ратуры полностью устраняет полюса функции Грина

в евклидовом импульсном пространстве. Мы видим,

что в результате в сумме по l в данном выражении

остаются только члены с l = 4, поскольку члены с

l = 1, 2, 3 являются интегралами по зоне Бриллюена

от полной производной и таким образом равны нулю.

Что касается члена с l = 4, в пределе нулевых тем-

ператур мы сводим его к интегралу по одномерному

объекту Ck(pi, pj), определенному для любых pi, pj

(i 6= j 6= k) и состоящему из двух бесконечно близких

друг к другу прямых линий, идущих в направлении

оси pk, соответствующих значениям p4 = p
(0)
4 ± ǫ, где

p
(0)
4 – координата ферми-точки, а ǫ – малая величи-

на. (В случае наличия нескольких ферми-точек, Ck

состоит из нескольких пар таких прямых линий.) В

результате получаем

∂j(0)5(x) = −
∑

k=1,...,3

∫

ǫijkdpi ∧ dpj
2(2π)4

Trγ5 ×

×

∫

Ck(pi,pj)

dpkG(p−A(x))∂pk
G−1(p−A(x))∂xkA4(x), (10)

где интеграл
∫ ǫijkdpi∧dpj

2(2π)4 берется по всем значениям

pi, pj . Однако, в силу того, что интеграл по Ck(pi, pj)

отличен от нуля только вблизи от положения ферми-

точки, мы можем ограничиться в интеграле по pi, pj
полосой бесконечно малой площади, что сводит все

выражение к бесконечно малой величине. Таким об-

разом, (7) не вносит никакого вклада в киральную

аномалию.

Аналогичное рассмотрение второго члена в раз-

ложении приводит к ∂j5(x) = i
4π2Fij∂xkM ijk

3 +

+ i
4π2M

ijk
3 ∂xkFij . В пределе нулевой температуры

в первом члене выражение сводится к интегралу

по поверхности Σ, состоящей из двух бесконечно

близких гиперплоскостей, перпендикулярных оси p4
так, что ферми-точка находится между ними: ∂j5 =

= i
4π2N

ijk
3 Fij∂xkA4+

i
4π2M

ijk
3 ∂xkFij , где под N ijk

3 по-

нимается выражение:

N ijk
3 =

1

4
Tr ×

×

∫

Σ

d3p

(2π)2
γ5G(p−A(x))∂pi

G−1(p−A(x)) ×

× ∂pj
G(p−A(x))∂pk

G−1(p−A(x)) − (i↔ j). (11)

При этом ясно, что ∂xlM ijk
3 = N ijk

3 ∂xlA4. Данное

выражение подсказывает, какое ограничение следует

наложить на решеточную модель с тем, чтобы она

была способна воспроизвести стандартное выраже-

ние для киральной аномалии. А именно, мы можем

потребовать, чтобы

M ijk
3 = −M ikj

3 . (12)

Мы рассматриваем случай, когда функция Грина

G(p) в малой окрестности ферми-точки коммутиру-

ет или антикоммутирует с γ5 и при этом выпол-

няются условия (12). Тогда в оставшемся выраже-

нии мы можем сначала в Σ оставить участки, бес-

конечно близкие к ферми-точке. Так мы придем к
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выводу, что N ijk
3 = −N ikj

3 . Далее, член в акси-

альной аномалии, вызванный компонентами N4jk
3 ,

имеет вид − i
4π2N

4jk
3 ∂xjA4∂xkA4 = 0. Таким обра-

зом, в киральной аномалии остается только член с

i, j, k = 1, 2, 3. Его мы можем преобразовать посред-

ством деформации Σ в бесконечно малую замкну-

тую поверхность сферической формы, окружающую

ферми-точку. (При наличии поля A(x) положение

Σ зависит от x.) Результирующее выражение будет

являться топологическим инвариантом, ответствен-

ным за стабильность данной ферми-точки относи-

тельно любых плавных изменений системы, оставля-

ющих равным нулю коммутатор (антикоммутатор)

γ5 и G(p) в этой окрестности. Таким образом, полу-

чаем N ijk
3 = N3ǫ

ijk, где

N3 =
1

2× 3!× (2π)2

∫

Σ

Trγ5G(p−A(x)) × (13)

×dG−1(p−A(x))∧dG(p−A(x))∧dG−1(p−A(x)).

В силу того, что iA4(x) = A0(x) – это не что иное,

как скалярный потенциал внешнего электрического

поля, находим окончательно:

∂j5(x) =
N3

2π2
E(x)B(x), (14)

где E и B – внешние электрическое и магнитное по-

ля, которые сами по себе могут зависеть от коорди-

нат.

Следует отметить, что в (13)N3 выглядит завися-

щим от A(x). Однако при условии, что γ5 коммути-

рует (антикоммутирует) сG(p) в окрестности ферми-

точки, весь эффект изменения поля A(x) сводится к

изменению положения ферми-точки и окружающей

ее поверхности Σ. Значит, мы можем в (13) выбрать

A(x) = 0.

Аналогичным образом, стартуя с (6), можно по-

лучить следующее выражение для эффекта кираль-

ного разделения (Chiral Separation Effect), кото-

рое верно для любой решеточной модели с ферми-

точками, такими, что матрица γ5 в малой окрестно-

сти ферми-точки коммутирует или антикоммутирует

с G(p):

j5k = −
N3

4π2
ǫijk0µFij , (15)

где µ – это химический потенциал.

Выражения, обсуждавшиеся в [24] для Вильсо-

новских и оверлэп фермионов, являются частными

случаями этой общей формулы.

4. Вильсоновские фермионы. В каче-

стве иллюстрации рассмотрим модель фермионов

Вильсона-Дирака [25], которая играет важную роль

в численных симуляциях в квантовой хромодина-

мике, а также позволяет качественно описывать

ряд систем физики твердого тела. В этой модели

“затравочная” функция Грина задается как

G−1(p) =
∑

i=1,...,4

sin(pi)γ
i + i

∑

i=1,...,4

(2 sin2(pi/2) +m),

(16)

где γi – матрицы Дирака.

Далее мы подразумеваем, что гамма-матрицы

Дирака заданы в евклидовом киральном представ-

лении:

γi =

(

0 iσi

−iσi 0

)

, γ4 =

(

0 1

1 0

)

, γ5 =

(

−1 0

0 1

)

, (17)

где σi, i = 1, 2, 3 – матрицы Паули.

Чтобы иметь дело с безмассовыми фермионами,

мы требуем: параметр m в (16) должен обращаться

в нуль.

C целью дать альтернативный вывод выражения

для киральной аномалии вместо выведенного вы-

ше общего выражения (14) (с N3, данным в (13)),

мы приводим непосредственное вычисление дивер-

генции аксиального тока для Вильсоновских ферми-

онов. Начнем с того, что вычислим линейный отклик

аксиального тока на внешнее электромагнитное по-

ле. Для этого подставим в (3) пропагатор (16)

j5k =
iT

2

∑

ωn

∑

i,j=1,...,4

Tr

∫

d3p

(2π)3
×

× γ5
∑

l=1,...,4 sin(pl)γ
l −m(p)i

g(ωn, p̃)
×

× ∂i

(

∑

t=1,...,4

sin(pt)γ
t +m(p)i

)

×

× ∂j





∑

q=1,...,4
sin(pq)γ

q −m(p)i

g(ωn, p̃)



×

× ∂k





∑

f=1,...,4

sin(pf )γ
f +m(p)i



Fij , (18)

где g(ωn, p̃) =
∑

i=1,...,4

sin2(pi) + (
∑

i=1,...,4

2sin2(pi/2))
2.

Из-за того, что под следом в (18) стоит γ5, отличны-

ми от нуля будут только те члены, в которых поми-

мо γ5 стоит произведение четырех различных гамма-

матриц. С учетом соотношения Tr(γ5γiγjγkγl) =

= 4ǫijkl аксиальный ток принимает вид
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j5k =
iT

2

∑

ωn

∑

i,j=1..4

Tr

∫

d3p

(2π)3
γ5

∑

l=1,...,4

sin(pl)γ
l ×

×

∑

t=1,...,4 cos(pt)γ
tδti

g(ωn, p̃)

(

∑

q=1,...,4 cos(pq)γ
qδqj

g(ωn, p̃)
+

+
∑

q=1,...,4

sin(pq)γ
q∂j

1

g(ωn, p̃)

)

∑

f=1,...,4

cos(pf )γ
fδfkFij .(19)

Рассмотрим выражение, к которому приводит вто-

рой член, стоящий в скобках:

N2 = 2iT ×

×
∑

ωn

∑

l,t,q,f,i,j=1,...,4

∫

d3p

(2π)3
ǫltqf

cos(pt)cos(pf )δ
t
i

g(ωn, p̃)
×

×
(sin(pq)sin(pl) + sin(pq)sin(pl))

2
×

× ∂j

(

1

g(ωn, p̃)

)

δfkFij . (20)

После выполнения суммирования оно обращается в

нуль. Таким образом, линейный отклик аксиального

тока на внешнее поле задается выражением:

j5k = 2iT
∑

ωn

∑

l,i,j=1,...,4

ǫlijk Fij

∫

d3p

(2π)3
Mlijk, (21)

где Mlijk =
sin(pl) cos(pi) cos(pj) cos(pk)

(g(ω,p̃))2 .

Согласно результатам предыдущего раздела, что-

бы получить выражение для киральной аномалии,

нам необходимо просто подставить вместо pi комби-

нацию pi − Ai(x) и продифференцировать затем по

x. Обозначим πi(x) = pi − Ai(x), i = 1, ..., 4. При

этом iA4(x) = A0(x), где A0 – нулевая компонента

(скалярный потенциал) внешнего электромагнитно-

го поля. Напомним, что согласно принятому нами

соглашению Ai(x) не зависит от времени, а только

от пространственных координат. Выражение для ди-

вергенции аксиального тока приобретает вид

∂j5(x) = −2iT Fij(x)∂xkAm(x)×

×
∑

ωn

∑

l,i,j,k,m=1..4

ǫlijk
∫

d3p

(2π)3
×

× ∂pm

{sin(πl(x))cos(πi(x))cos(πj(x))cos(πk(x))

[g(π4(x), π̃(x))]2
}

.(22)

Ясно, что в интеграле по p мы всегда сможем сделать

сдвиг переменной интегрирования, пользуясь перио-

дическими граничными условиями pi → pi − Ai(x),

i = 1, ..., 3. Более того, при m = 1, 2, 3 в силу тех

же периодических граничных условий этот интеграл

равен нулю. Перейдем в оставшемся выражении к

пределу N → ∞, соответствующему нулевой темпе-

ратуре: T
∑

ωn
→
∫

ω 6=0
dω
2π , где ω 6= 0 символически

означает то, что мацубаровская частота не обраща-

ется в нуль. Теперь мы можем “снять” производную

в выражении (22) и в итоге:

∂j5 = −2i×

×
∑

l,i,j,k=1,...,4

ǫlijkFij ∂xkA4 (Qlijk(−0)−Qlijk(+0)), (23)

где под Qlijk мы понимаем выражение, в котором

проведено интегрирование по 4-ой компоненте им-

пульса, а именно: Qlijk(ω) =
∫

dp1dp2dp3

(2π)4 Mlijk. В Qlijk

будут встречаться интегралы двух типов:

I14ijk(ω)=

∫

dp1dp2dp3
(2π)4

sin(ω) cos(pi) cos(pj) cos(pk)

(g(ω, p̃))2
,

I2i4jk(ω)=

∫

dp1dp2dp3
(2π)4

sin(pi) cos(ω) cos(pj) cos(pk)

(g(ω, p̃))2
.

(24)

Рассмотрим первый из них. В силу того, что инте-

грал отличен от нуля только при pi ∼ ω и ω → 0, мы

можем воспользоваться разложением вблизи нуля и

получить при ω → 0:

Q4ijk(ω) =

∫

d3p

(2π)4
ω

(ω2 + p2 + (ω2 + p2)2)2
. (25)

При ω 6= 0 перепишем (25):

Q4ijk(ω) =

= sign(ω)

∫ ∞

0

4πτ2dτ

(2π)4(1 + τ2 + ω2(1 + τ2)2)2
, (26)

здесь τ = p
ω
.

Интеграл (26) можно вычислить точно:

Q4ijk(±0) = ± 1
16π2 . Нам нет необходимости считать

второй интеграл в (24), поскольку он является

четной функцией по отношению к ω, и поэтому

сокращается в (23). Таким образом, мы приходим к

(14) c N3 = 1.

5. Заключение. В настоящей работе рассмот-

рены решеточные модели с безмассовыми фермио-

нами (или что то же – модели физики твердого те-

ла с ферми-точками, соответствующими индуциро-

ванным дираковским фермионам), которые в отсут-

ствии внешних полей удовлетворяют условию (12):

M ijk
3 = −M ikj

3 тривиальным образом в том слу-

чае, если γ5 коммутирует или антикоммутирует с

G(p). Соответственно, для аналитической G(p) тен-

зор M
i{jk}
3 = M ijk

3 +M ikj
3 может быть представлен

как интеграл от произведения (анти)коммутатора γ5

с G(p) и некоторой ограниченной функции. Нами

рассмотрена ситуация, когда функция Грина G(p) в

малой окрестности ферми-точки (анти)коммутирует

с γ5, и таким образом в M
i{jk}
3 может внести вклад
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только область импульсов, далеких от положения

ферми-точки. В непрерывном пределе |A(x)| ≪ 1

в решеточных единицах, и для вычисления M
i{jk}
3

можно положить A(x) = 0. Таким образом, если мы

хотим, чтобы заданная решеточная модель являлась

регуляризацией изотропной квантовой теории поля,

необходимо, чтобы M
i{jk}
3 = 0, поскольку в систе-

ме нет выделенного направления, а M
i{jk}
3 входит в

выражение для наблюдаемого тока j5.

Для моделей, удовлетворяющих (12), получено

общее выражение для киральной аномалии в пределе

нулевых температур. Аналогично теории квантовых

жидкостей [22], согласно выражению (14), кираль-

ная аномалия пропорциональна величине N3, пред-

ставленной в (13), являющейся топологическим ин-

вариантом в импульсном пространстве относительно

таких деформаций физических систем, которые не

нарушают коммутации (антикоммутации) матрицы

γ5 с функцией Грина в малой окрестности ферми-

точки. Если допустимые вариации интересующих

нас физических систем удовлетворяют этому свой-

ству, то ответственная за это симметрия микроско-

пической теории защищает ферми-точку от исчезно-

вения.

У нас нет основания полагать, что в реальных,

недавно обнаруженных дираковских полуметаллах

(например CD3As2 и Na3Bi [3–5]), тензор M ijk
3 , опре-

деленный в (8), является полностью антисимметрич-

ным. В (8) величина G – это матрицы N × N c

N > 4 и γ5 = diag(−1,−1, 1, 1) ⊗ 1, где 1 – единич-

ная (N − 4)× (N − 4) матрица, определенная на под-

пространстве, которое игнорируется при рассмотре-

нии низкоэнергетической эффективной полевой тео-

рии индуцированных дираковских спиноров. В этом

случае мы имеем

∂j5(x) =
N3

2π2
E(x)B(x) +

i

4π2
M ijk

3 ∂xkFij . (27)

Следует помнить, что Fij = ∂iAj − ∂jAi для j, j =

= 1, 2, 3, 4, а также, Ai не зависит от x4 и A4 = −iA0.

При этом Ai для i = 0, 1, 2, 3 – это физический элек-

тромагнитный 4-потенциал в пространстве Минков-

ского (не зависящий от времени). У таких систем, а

равно и решеточных систем более общего вида, выра-

жение (14) для дивергенции аксиального тока остает-

ся применимо, если переопределить аксиальный ток

следующим образом:

j5k(x) → j5k(x)−
i(M ijk

3 +M ikj
3 )

8π2
Fij(x). (28)

Данное переопределение соответствует вычитанию

из аксиального тока некоторой величины, в которую

вносят вклад особенности модели вдали от ферми-

точки.

Использованный нами формализм связан с рас-

смотрением физических систем в термодинамиче-

ском равновесии, что предполагает то, что полный

гамильтониан не должен зависеть явно от времени;

это приводит к необходимости рассматривать толь-

ко внешнее электромагнитное поле с потенциалом,

не зависящим от времени. Конечные температуры

устраняют инфракрасную расходимость в интеграле

по 4-импульсу, поскольку устраняют полюс в функ-

ции Грина. В общем случае зависящих от времени

внешних потенциалов в нашем формализме функци-

ональных интегралов мы должны были бы восполь-

зоваться кинетическим подходом и техникой Келды-

ша. Предположительно данный подход должен при-

вести к тому же выражению для киральной анома-

лии в решеточных моделях. Однако развитие этого

формализма выходит за рамки настоящей работы.

Выражения (27), (28) могут иметь существенные

последствия для решеточных теорий. А именно, при-

вычное выражение для дивергенции аксиального то-

ка возникает только если модель удовлетворяет усло-

вию (12). Данное условие следует накладывать на

решеточную регуляризацию релятивистской кванто-

вой теории поля. В свою очередь, в реальных мате-

риалах – дираковских полуметаллах, которые, как

ожидалось, должны симулировать релятивистскую

квантовую теорию поля [26], киральная аномалия ре-

ализуется, вопреки ожиданиям, не вполне обычным

образом.
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B. Büchner, and R. J. Cava, Phys. Rev. Lett. 113,

027603 (2014) [arXiv:1309.7978].

6. E. Seiler and I.O. Stamatescu, Phys. Rev. D 25, 2177

(1982).

7. N. Kawamoto and K. Shigemoto, Phys. Lett. B 120,

183 (1983).

Письма в ЖЭТФ том 106 вып. 3 – 4 2017



172 М. А. Зубков, З. В. Хайдуков

8. K. Fujikawa, Z. Phys. C 25, 179 (1984).

9. T. Reisz and H. J. Rothe, Phys. Lett. B 455, 246 (1999).

10. J. Ambjorn, J. Greensite, and C. Peterson, Nuclear
Phys. B 221, 381 (1983).

11. H. J. Rothe and N. Sadooghi, Phys. Rev. D 58, 074502
(1998).

12. L.H. Karsten and J. Smit, Nucl. Phys. B 183, 103
(1981).

13. H. Neuberger, Phys. Lett. B 417(1–2), 141 (1998).

14. M. Luscher, Phys. Lett. B 428, 342 (1998).

15. P. Hasenfratz, V. Laliena, and F. Niedermeyer, Phys.
Lett. B 427, 125 (1998).

16. A.A. Burkov, J. Phys. Condens. Matter 27, 113201
(2015).

17. P. Goswami, J.H. Pixley, and S. Das Sarma, Phys. Rev.
B 92, 075205 (2015).

18. M. N. Chernodub and M. Zubkov, Phys. Rev. B 95,

115410 (2017).

19. M. A. Zubkov, Annals Phys. 360, 655 (2015).

20. A.V. Balatskii, G. E. Volovik, and V.A. Konyshev,

ZhETF 90, 2038 (1986).

21. G.E. Volovik, Phys. Rep. 351, 195 (2001).

22. G.E. Volovik, The Universe in a Helium Droplet,

Clarendon Press, Oxford (2003).

23. M. A. Zubkov, Annals Phys. 373, 298 (2016).

24. Z.V. Khaidukov and M. A. Zubkov, Phys. Rev. D 95(7),

074502 (2017) [arXiv:1701.03368 [hep-lat]].

25. K.G. Wilson, Phys. Rev. D 10, 2445 (1974).

26. H.B. Nielsen and M. Ninomiya, Phys. Lett. B 130, 389

(1983).

Письма в ЖЭТФ том 106 вып. 3 – 4 2017


