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На основе данных компьютерных вычислений построена теоретическая модель температурно-

аномальной диффузии. Показано, что в недодемпфированных пространственно-периодических системах

всегда существует интервал сил, в котором диффузия ведет себя аномальным образом: неограниченно

возрастает с понижением температуры. Найдены аналитические выражения для определения ширины

и положения этого интервала в зависимости от значений коэффициента трения и других параметров

системы. Получены скейлинговые зависимости диффузии и подвижности частиц от коэффициента тре-

ния.
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Диффузия в периодических структурах играет

ключевую роль во многих физических, химических и

биологических системах [1, 2]. К ним относятся кон-

такты Джозефсона, суперионные проводники, вол-

ны зарядовой плотности, системы фазовой автопод-

стройки частоты, магнитные рэчеты, гранулярный

газ, джозефсоновские вихри, поверхностная диффу-

зия, проницаемость биологических и искусственных

мембран и многое другое [3–7].

В последние годы наблюдается возрастающий ин-

терес к экспериментальным исследованиям ускоре-

ния диффузии частиц путем приложения внешне-

го поля [4–7]. Изменяя характеристики поля можно

эффективно влиять на процессы диффузии, откры-

вая новые технологические возможности управления

диффузией.

Первые теоретические исследования движения

броуновских частиц в наклонных периодических по-

тенциалах были выполнены Х. Рискеном [3]. Бы-

ло показано, что для недодемпфированного случая

важным в поведении ансамбля частиц является воз-

никновение “локализованных” и “бегущих” решений.

Этим же автором были получены выражения для

подвижности частиц. В то же время поведение ко-

эффициента диффузии не было исследовано, что в

известной мере связано с плохой применимостью ис-

пользуемых автором аналитических методов реше-
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ния уравнения Фокера–Планка к системам с малой

диссипацией из-за слабой сходимости решения. Аль-

тернативным способом изучения процессов диффу-

зии и транспорта частиц является прямое числен-

ное моделирования движения частиц с помощью сто-

хастических уравнений Ланжевена. Фабио Марчезо-

ни [8] установил, что диффузия частиц в системах

с малой диссипацией существенно возрастает вбли-

зи некоторой критической силы. Дальнейшее изу-

чение диффузии под воздействием постоянной си-

лы было связано с работами группы К. Линденберг,

в которых впервые было показано, что в наклон-

ных периодических потенциалах коэффициент диф-

фузии может вести себя аномальным образом [9].

При определенном значении силы этот коэффици-

ент возрастал с понижением температуры T . Тем-

пературная зависимость максимального коэффици-

ента диффузии аппроксимировалась степенной за-

висимостью: Dmax ∝ T−3.5. Дальнейшие исследова-

ния показали, что такая аппроксимация справедлива

лишь в очень узком диапазоне температур. Нами бы-

ло установлено [10], что в недодемпфированных си-

стемах существует ограниченный интервал действу-

ющих сил, в котором коэффициент диффузии воз-

растает с понижением температуры экспоненциаль-

ным образом (D ∝ exp(|ε| /kBT ), где kB – постоянная

Больцмана, ε – некая константа. Было показано, что

физической причиной такого роста является экспо-

ненциальное возрастание корреляционного времени
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τcor с понижением температуры. В [11] была постро-

ена феноменологическая модель, объясняющая та-

кую температурную зависимость τcor. Интервал сил,

в котором диффузия растет с уменьшением темпе-

ратуры, был нами назван областью температурно-

аномальной диффузии (областью ТАД) [12]. Ученые

И. Соколов и Б. Линднер, проведя численное модели-

рование для ряда значений коэффициентов трения

γ, подтвердили наши выводы [10, 11] о существова-

нии ТАД в ограниченном интервале приложенных

сил [13]. Однако, до настоящего времени отсутствует

теория, позволяющая рассчитывать степень усиле-

ния коэффициентов диффузии и границы ТАД. Осо-

бенно это касается низких значений коэффициентов

трения и температур, при которых численные мето-

ды мало эффективны [13]. Так же отсутствие теоре-

тической модели не позволяет дать ответ на вопрос:

восстанавливается ли обычное поведение диффузии

в области ТАД под действием постоянной силы при

достаточно низких температурах, как это происхо-

дит в случае периодического воздействия [12, 14]?

Целью данного исследования является построе-

ние теоретической модели ТАД на основе данных

компьютерных вычислений и установление функци-

ональной зависимости коэффициентов диффузии от

температуры и трения в области ТАД.

Движение частиц на одномерной решетке под

действием внешней силы F описывается уравнением

Ланжевена:

mẍ = −dU

dx
− γẋ+ F +

√

2γkTξ(t), (1)

где t – время, x – координата частицы в одномер-

ной решетке, m – ее масса, ξ(t) – белый гауссов шум

с единичной интенсивностью. Точка сверху означает

дифференцирование по времени.

Потенциальная энергия частицы U в одномерной

периодической решетке равна

U(x) = −U0

2
cos

(

2π

a
x

)

, (2)

где a – постоянная решетки, U0 – высота по-

тенциального барьера. Параметры используемого

пространственно-периодического потенциала были

теми же, что и в работах [10, 11]: U0 = 0.08 эВ,

a = 2.0 Å. Масса частиц соответствовала массе во-

дорода и была равна одной атомной единице массы.

На движущуюся частицу действует сила со стороны

решетки: − dU
dx = F0 sin

(

2π
a x

)

, где F0 = πU0/a.

Стохастические уравнения (1) для каждой части-

цы решались численно [10]. Методика расчетов опи-

сана в [10, 11]. Коэффициент диффузии вычисляли

по дисперсии в распределении ансамбля движущих-

ся частиц при стремлении времени к бесконечности:

D = lim
t→∞

〈

(x− 〈x〉)2
〉

2t
, (3)

где скобки 〈...〉 обозначают усреднение по ансамблю.

Для сопоставления данных, полученных в данной

работе, с результатами других авторов, мы при пред-

ставлении результатов моделирования использовали

безразмерные температуры T ′ и коэффициент тре-

ния γ′ [3, 13]:

T ′ =
Tk

U0
; γ′ = γ

a

π
√
2mU0

. (4)

Нами было проведено численное моделирование

уравнения (1) для различных значений коэффици-

ентов трения и температур. На рис. 1 представлены

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимости коэффициентов

диффузии от силы для различных γ′ = 3 ·10−2 , 3 ·10−3

и 3 · 10−4 – соответственно группы кривых 1–3. Темпе-

ратуры T ′

1 = 0.13, T ′

2 = 0.19, T ′

3 = 0.39

зависимости коэффициентов диффузии от силы. Ве-

личина D0 = π2/τ0, где τ0 – период малых собствен-

ных колебаний. Три группы графиков, обозначенные

цифрами 1–3, соответствуют различным коэффици-

ентам трения. Из вида группы графиков следует, что

положение и ширина области ТАД (∆FTAD) зависят

от коэффициента γ′: эти величины линейно умень-

шаются с уменьшением γ′. Детальный анализ всех

данных показывает, что при этом максимальное зна-

чение D линейно растет с уменьшением γ′.

Чтобы понять физические причины такого пове-

дения, проанализируем изменение функции распре-

деления частиц по скоростям n(V ) с изменением F и

γ′. На рис. 2 в качестве примера приведены графики

функций n(V ) для двух значений сил F1 = 0.01F0 и
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимости логарифма n(V )

для различных γ′ и F . T ′ = 0.19. Сплошной линией

нанесены значения полученные в модели двухъямного

потенциала [11]. Стрелками отмечены минимумы кри-

вых

F2 = 0.001F0 при различных γ′, которые так же от-

личались на порядок (γ′
1 = 3 · 10−3 и γ′

2 = 3 · 10−4),

V0 =
√

U0/m. Как следует из рис. 2, при использо-

ванных значениях F и γ функции n (V ;F, γ) совпа-

дают.

Из анализа графиков (см. рис. 2) и других по-

добных ему зависимостей n (V ;F, γ′) можно сде-

лать вывод, что при малых γ функция распреде-

ления по скоростям зависит только от отношения

F/γ. Впервые это было отмечено в монографии

Х. Рискена (см. рис. 11.22-11.22a [3]). Из этого фак-

та можно получить скэйлинговые зависимости как

для подвижности, так и для коэффициентов диффу-

зии. В стационарном случае, если известна функция

n (V ), можно найти подвижность частиц: µ (F ; γ) =

= 〈V 〉(F ;γ)
F , где 〈V 〉 (F ; γ) =

∫∞

−∞ V n (V ;F, γ) dV . По-

скольку n (V ;F, γ) = n (V ;F/γ), то для подвижно-

стей должно выполняться соотношение:

γ1µ(F1; γ1) = γ2µ(F1γ2/γ1; γ2). (5)

На рис. 3a показаны зависимости γµ от безраз-

мерной величины fc = F/ (γVc) для разных значений

γ′. Величина Vc =
√

∆U(F )/m , где ∆U(F ) – энерге-

тический барьер, который должна преодолеть части-

ца, при переходе из одного положения с минималь-

ной потенциальной энергией в соседнее на одномер-

ной решетке. При малых γ величина Vc ≈ V0. Совпа-

дение графиков γµ(γ, F/(γVc)) для различных значе-

ний γ подтверждает то, что скейлинговое соотноше-

ние (5) выполняется для систем с низким трением.

Аналогично с подвижностью, скейлинговые зависи-

мости справедливы и для коэффициентов диффузии.

В соответствии с соотношением Кубо коэффициент

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимости µγ от fc =

= F/ (γVc): (a) – разные γ′, T ′ = 0.19, (b) – разные

температуры, γ′ = 3 · 10−3

диффузии может быть получен из автокорреляци-

онной функции [3]. В стационарном случае коэффи-

циент диффузии может быть рассчитан следующим

образом [15]:

D =
1

Q

∫ ∞

−∞

[

∫ V

−∞

(u− 〈u〉)n (u) du

]2

/n (V ) dV, (6)

где Q – интенсивность теплового шума в простран-

стве скоростей. Аналогично с подвижностью, исходя

из вида зависимости n (V ;F, γ) = n(V ;F/γ), легко

показать, что для коэффициентов диффузии в слу-

чае малого трения выполняется следующее соотно-

шение:

D1(F1; γ1)/γ1 = D2(F1γ2/γ1; γ2)/γ2. (7)

На рис. 4 приведены графики зависимости ко-

эффициентов диффузии от действующей силы для

различных коэффициентов трения. Моделирование

проводили при трех различных температурах. Под

действием силы изменяется величина барьера Ub(F ).

Однако, с уменьшением γ, силы, ограничивающие

область TAД, так же уменьшаются и, соответствен-

но, при стремлении коэффициента трения к нулю

Ub(F ) → U0.

На рис. 4 область ТАД, в которой коэффициент

диффузии растет с понижением температуры, выде-

лен штриховкой. Из представленных графиков сле-

дует, что скейлинговое соотношение (7) выполняется

с хорошей точностью. Небольшое различие в данных

для γ′ = 3 · 10−2 и γ′ = 3 · 10−3 связано с упоминав-

шимся выше изменением Ub(F ). Поэтому различия в

графиках нивелируется с уменьшением γ′. Как вид-

но на рисунке, кривые, соответствующие γ′ = 3 ·10−3

и γ′ = 3 · 10−4 действительно практически совпада-

ют. Таким образом, из анализа данных компьютер-
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Зависимость Dγ/U0 от fc для

различных γ′ и T ′. Заштрихована область ТАД

ного моделирования следует, что при малых γ ши-

рина области ТАД линейно уменьшается с коэффи-

циентом трения: ∆FTAD(γ) ≈ γVF . Однако, макси-

мальное значение D в этой области линейно растет с

уменьшением γ. Центр ТАД расположен вблизи си-

лы F ≈ 2γVF .

Полученные данные компьютерных вычислений

свидетельствуют о том, что существуют скейлинго-

вые зависимости для ∆FTAD(γ) и D(γ). Для под-

тверждения этого вывода найдем аналитический вид

зависимости D(γ) от температуры в области ТАД.

Для этого обратимся к ранее используемой двухъ-

ямной модели эффективного потенциала частиц в

пространстве скоростей [11]. Согласно ей, движение

ансамбля частиц можно описать следующими выра-

жениями:
{

ẋ = V ,

V̇ = −∂W (V,F )
∂V + ζ(t),

(8)

где белый шум в пространстве скоростей удовлетво-

ряет уравнению:

〈ζ(t)ζ(t′)〉 = 2γkT/m2δ(t− t′) = 2Qδ(t− t′). (9)

Если известен эффективный потенциал W (V, F ),

то функция распределения по скоростям находится

как n(V ) = e−W/Q. Типичный вид функции n(V ) в

зоне ТАД приведен на рис. 2. Здесь же сплошной ли-

нией показана функция распределения, полученная

в соответствии с моделью эффективного потенциа-

ла предложенного в [11]. Как следует из рисунка,

эта модель хорошо описывает данные компьютерно-

го моделирования. В [11] при низких температурах

n(V, F ) полагалась равной:

n(V ) = A (F ) e−β2V 2

+B (F ) e−β2(V −F/γ)2 , (10)

где β2 = m
2kT , A и B – константы, определяемые из

условий нормировки и поведения W при критиче-

ском значении скорости V = Vcr [11].

При температурах T
′ ≪ 1 эффективный потен-

циал W имеет минимумы при V = 0 и V = F/γ

(см. рис. 2). Вблизи минимумов W имеет параболи-

ческую зависимость: W (V ) ∝ γV 2/2. Для однознач-

ности задания потенциала необходимо также задать

условие при критическом значении скорости V = Vcr

[11]. В качестве такового выберем: A (F ) e−β2V 2
cr =

= αB (F ) e−β2(Vcr−F/γ)2 . При низких температурах

это условие эквивалентно условию, введенному в [11].

Величина α может быть получена из данных ком-

пьютерного моделирования зависимостей γµ(F, T ).

Для малых температур воспользуемся упрощен-

ной 2-скоростной моделью Броека [16]. Будем счи-

тать, что ансамбль состоит из частиц, которые дви-

жутся только с двумя скоростями: V = 0 (V−) и

V = F/γ (V+). Для перехода из одного состояния

в другое частицам необходимо преодолеть барьеры

W− (из V− в V+) и обратно – W+. При низких тем-

пературах в точке перевала эффективный потенциал

имеет форму пика. В этом случае скорости переходов

записываются как [1]:

k± =
ω2
±

2π

(

π∆W
±

Q

)1/2

exp

(

−∆W±

Q

)

, (11)

где ω2
−, ω2

+ – абсолютные значения кривизны потен-

циала в точках минимума.

Для простоты выкладок введем безразмерную ве-

личину f = F
γVcr

. Приведенное выше рассмотрение

справедливо, если одновременно существуют “бегу-

щее” и “локализованное” решения (f > 1). Как сле-

дует из работы [11], ω2
− = ω2

+ = γ
m . Тогда, в соответ-

ствии с предложенной моделью, скорости переходов

равны:

k− =
γβVcr

2mπ1/2
exp

(

−β2V 2
cr

)

,

k+ = α
γβVcr (f − 1)

2mπ1/2
exp

(

−β2V 2
cr (f − 1)

2
)

,

(12)

где α будем считать постоянной величиной. Согласно

[16] средняя скорость 〈V 〉 = k−V++k+V−

k−+k+
.

Подставляя выражения и приводя подобные, по-

лучим

µγ =
α

1 + α (f − 1) exp
[

−β2V 2
cr

(

(f − 1)
2 − 1

)] . (13)

В точке f = 2 зависимость от температуры ис-

чезает и µγ = α
α+1 . На рис. 3b приведены темпера-

турные зависимости величины µγ от fc = F/ (γVc),
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из которых следует, что на графиках существует од-

на неподвижная точка при fc ≈ 2.3. Значение µγ в

этой точке приблизительно равно µγ = 2/3. Неболь-

шое различие между значениями fc и f в этой точке

связано с тем, что двухямная модель [11] несколько

завышает величину энергетического барьера в про-

странстве скоростей. Это видно из рис. 2. Поэтому в

дальнейшем, исходя из данных моделирования, бу-

дем считать, что α = 2.

Коэффициент диффузии в 2-уровневой модели

[16] равен: D = k−k+

(k−+k+)3
(V+ − V−)

2
. Полагая при ма-

лом трении, что mV 2
cr = U0 и переходя к безразмер-

ной температуре T ′ получаем:

D = 2
U0

γ

(

2πT
′
)1/2

×

×
αf2 (f − 1) exp

([

2− (f − 1)
2
]

/(2T
′

)
)

[

1 + α (f − 1) exp
(

−
[

(f − 1)
2 − 1

]

/(2T ′)
)]3 . (14)

Таким образом, при малом трении величина

Dγ/U0 является только функцией безразмерных ве-

личин T
′

и f , что согласуется с данными приведен-

ными на рис. 4.

Рассмотрим низкотемпературный предел (T
′ →

→ 0). Для зависимостей D(f) существует область, в

которых коэффициент диффузии возрастает с тем-

пературой. При f < 2 второе слагаемое в знамена-

теле значительно больше единицы, а при f > 2 оно

стремится к нулю. Проведя простейший анализ по-

ведения коэффициента диффузии получим, что зо-

на TAД заключена между двумя значениями безраз-

мерной величины: fl = 1 + 1/
√
2 и fr = 1 +

√
2. Со-

ответственно этому ширина зоны ∆fTAD =
√
2/2. Во

всей этой области при низких температурах (T
′ ≪ 1)

коэффициент диффузии растет с понижением тем-

пературы. Для него в максимуме справедливо соот-

ношение: D ∝ (T ′)1/2 exp (1/(2T ′)). Ширина области

ТАД уменьшается линейно с γ. Как следует из при-

веденных выше рассуждений, должен наблюдаться

скейлинг по γ: ∆FTAD (γ2) = ∆FTAD (γ1) γ2/γ1. Этот

вывод подтверждается данными компьютерного мо-

делирования.

Таким образом, в работе исследована диф-

фузия частиц под действием внешних сил в

пространственно-периодических системах, харак-

теризующихся малыми значениями коэффициента

трения γ. Установлено, что в таких системах всегда

существует интервал сил, в котором диффузия

ведет себя аномальным образом: возрастает с по-

нижением температуры. Показано, что ширина

интервала уменьшается пропорционально γ, а зна-

чения коэффициентов диффузии в этом интервале,

наоборот, возрастают ∝ γ. Найдены аналитические

выражения для коэффициентов диффузии частиц в

области ТАД в пределе низких температур. Полу-

ченные результаты важны для экспериментального

обнаружения явления температурно-аномальной

диффузии и дальнейшего его использования в

различных областях физики, химии и биологии.
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