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Рассмотрено влияние нерадиационного затухания кубитов на микроволновой транспорт фотонов,

распространяющихся в одномерной микрополосковой линии. Для случая двух кубитов в рамках форма-

лизма неэрмитового гамильтониана получены выражения для коэффициентов прохождения и отраже-

ния микроволнового сигнала, явным образом учитывающие влияние непрямого взаимодействия между

кубитами, обусловленного нерадиационным затуханием в общий канал распада. Показано, что учет этого

взаимодействия приводит к результатам, которые существенно отличаются от уже известных.
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Введение. Когерентное взаимодействие твердо-

тельных кубитов с микроволновыми модами копла-

нарного волновода является объектом интенсивных

теоретических и экспериментальных исследований

(см. обзоры [1, 2] и имеющиеся там ссылки). В от-

личие от реальных атомов в оптическом резонато-

ре, искусственные атомы обладают существенными

нерадиационными каналами затухания, когда энер-

гия возбужденного состояния кубита излучается не

в волновод, а передается другим степеням свобо-

ды, не связанным с излучением. Правильный расчет

микроволнового транспорта при учете нерадиацион-

ного затухания кубитов является важным с точки

зрения процедур записи и считывания информации

при управлении кубитами с помощью микроволново-

го поля. Обычно считается, что релаксация кубитов

происходит независимо друг от друга: каждый ку-

бит связан со своим собственным термостатом, кото-

рые между собой некоррелированы; это соответству-

ет формальной замене частоты возбуждения кубита

Ω на Ω − iγ, где γ – скорость распада возбужденно-

го состояния кубита в нерадиационный канал [3–6].

Для одного кубита это не вызывает возражений. Од-

нако уже для двух кубитов наличие общего канала

распада приводит к тому, что затухание каждого из

них не является независимым [7]. При этом выраже-

ния для коэффициентов отражения и прохождения

существенно модифицируются так, что простая за-

мена Ω → Ω − iγ более не является правильной. В

частности, в работе [8] указывается, что такая заме-

1)e-mail: greenbergy@risp.ru

на является недостаточной для правильного описа-

ния степени запутанности между кубитами.

В более общем аспекте влияние общего термо-

стата на свойства декогеренции и релаксации кубит-

ных систем исследовалось в работах [9, 10] примени-

тельно к сверхпроводниковым кубитам и в работах

[11, 12] применительно к квантовым точкам. Корре-

лированное взаимодействие кубитов со специальным

образом приготовленным общим термостатом можно

также использовать для создания устойчивых запу-

танных состояний в многокубитных системах [13, 14].

В настоящей работе рассмотрен микроволновый

фотонный транспорт через открытый волновод, в ко-

тором на расстоянии d друг от друга помещены два

кубита, каждый из которых характеризуется скоро-

стью спонтанного излучения в волновод Γ1,Γ2, ско-

ростью нерадиационного затухания в локальные ка-

налы распада κ1, κ2, и скоростью нерадиационного

затухания в общий канал распада γ1, γ2. Наличие об-

щего канала распада приводит к появлению недиаго-

нальных элементов в гамильтоновой матрице, что су-

щественным образом влияет на транспортные харак-

теристики микроволновых фотонов. Расчет транс-

портных коэффициентов проводится в формализ-

ме эффективного неэрмитового гамильтониана, ко-

торый имеет достаточно широкую область примени-

мости при исследовании различного рода открытых

квантовых систем (см. обзорные статьи [15, 16] и

имеющиеся там многочисленные примеры и ссылки).

Этот формализм в применении к фотонному транс-

порту через одномерную цепочку двухуровневых си-

стем подробно описан в [17], поэтому здесь мы огра-

ничимся только его кратким изложением.
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Постановка задачи. Исходный гамильтони-

ан. Гамильтониан системы двух кубитов, взаимодей-

ствующих с фотонным полем одномерного волново-

да, запишем в следующем виде2)

H =
∑

i=1,2

1

2
Ωi

(
1 + σ
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Z

)
+
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k

ωka
+
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−ikxi + ake
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)
σ(i)
x +Hγ , (1)

где Ωi (i = 1, 2) – частота возбуждения кубита, ωk –

моды волноводного тракта, J – константа прямо-

го обменного взаимодействия между кубитами, λi –

константа взаимодействия i-го кубита, расположен-

ного в точке xi с фотонным полем, a+k , ak – операто-

ры рождения и уничтожения фотонов, σ
(i)
α – спино-

вые матрицы Паули, где верхний индекс относится к

номеру кубита.

Далее начало отсчета выберем в точке, находя-

щейся на одинаковом расстоянии от двух кубитов,

так что x1 = −d/2, x2 = d/2.

Четвертый член в (1) отвечает за спонтанное из-

лучение кубитов в волновод, а величина Hγ , кото-

рую мы здесь не будем конкретизировать, отвечает

за нерадиационный распад возбужденного состояния

кубита.

Вычисление эффективного неэрмитового

гамильтониана. В соответствии с методом эффек-

тивного неэрмитового гамильтониана все гильберто-

во пространство разбивается на два взаимно ортого-

нальных подпространства: внутреннее Q и внешнее

P . Подпространство Q описывает замкнутую систе-

му стационарных состояний |n〉, не взаимодействую-

щую с внешним окружением, а подпространство P

содержит, кроме состояний замкнутой системы, так-

же состояния из континуума, в который распадает-

ся система Q вследствие ее взаимодействия с систе-

мой P . При этом система Q становится нестабиль-

ной: дискретные энергии приобретают отрицатель-

ные мнимые добавки, что и означает распад систе-

мы Q.

В нашем случае подпространство Q состоит из

двух векторов, отвечающих состояниям, в которых

один из двух кубитов находится в возбужденном

состоянии |e〉, а другой в основном состоянии |g〉:
|1〉 = |e1g2〉, |2〉 = |g1e2〉. Подпространство P содер-

жит вектора, в которых оба кубита находятся в ос-

новном состоянии и один фотон имеется либо в вол-

2)Здесь и далее ~ = 1, так что все энергетические величины
в (1) выражены в частотных единицах.

новоде, либо в нерадиационном канале распада. Ди-

намику всей системы, описываемой гамильтонианом

(1), можно спроектировать на эволюцию системы Q

посредством эффективного неэрмитового гамильто-

ниана, матричные элементы которого в базисе состо-

яний системы Q запишем следующим образом [17]:

〈m|Heff |n〉 = 〈m|H |n〉 − i

2

3∑

c=1

Ac
mAc

n +

+
1

2π

+∞∫

−∞

dq
Am(q)A∗

n(q)

k − q + iε
, (2)

где состояния |m〉, |n〉 принадлежат набору |1〉, |2〉, k –

волновой вектор фотона, рассеиваемого в волноводе.

Суммирование в (2) идет по трем каналам рас-

пада, два из которых (c = 1, 2) являются локальны-

ми, а третий канал (c = 3) – общим. Мнимая добав-

ка iǫ позволяет избежать сингулярности в интегра-

ле и обеспечивает расходящиеся волны при рассея-

нии. Амплитуды Am(q) представляют собой матрич-

ные элементы радиационного перехода между состо-

яниями подпространств Q и P , в которых имеется

один фотон в волноводе. Амплитуды Ac
m описыва-

ют затухание возбужденного состояния m-го кубита

в нерадиационный канал распада. Первые два кана-

ла распада – локальные, поэтому отличными от ну-

ля будут только амплитуды A1
1, A

2
2, а A2

1 = A1
2 = 0.

Третий канал распада является общим, для которого

величины A3
1, A

3
2 отличны от нуля.

Непосредственное вычисление амплитуд Am(q) и

интеграла в (2) приводит к следующему результату

[17]:

Am(q) =
√
Γmeiqxm , (3)

где Γm – скорость спонтанного излучения m-го ку-

бита в волновод:

Γm =
Lλ2

m

~2vg
, (4)

L – длина волновода, vg – групповая скорость фото-

нов в волноводе,

1

2π

+∞∫

−∞

dq
Am(q)A∗

n(q)

k − q + iε
= −i

√
ΓnΓmeik|dmn|, (5)

где dmn = xm − xn, k – волновой вектор, связанный

с частотой рассеиваемого фотона, k = ω/vg.

Амплитуды Ac
m будем считать постоянными, не

зависящими от энергии рассеиваемого фотона: A1
1 =

=
√
κ1, A

2
2 =

√
κ2, A

3
1 =

√
γ1, A

3
2 =

√
γ2. Кроме того,
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считаем, что амплитуды A3
1, A

3
2 не зависят от рассто-

яния между кубитами, что соответствует марковско-

му приближению: взаимодействие между кубитами в

канале распада происходит без запаздывания. Ины-

ми словами, мы считаем, что расстояние между ку-

битами много меньше длины волны взаимодействия

между ними в общем канале распада.

В базисе состояний |1〉, |2〉 матрица эффективного

гамильтониана имеет вид

Heff =

(
Ω1 − iΓ̃1 Λ

Λ Ω2 − iΓ̃2

)
, (6)

где

Λ = J − i
√
Γ1Γ2e

ikd − i

2

√
γ1γ2,

Γ̃i = Γi +
1

2
κi +

1

2
γi, i = 1, 2.

(7)

Положение резонансов в комплексной плоскости

определяется из уравнения det(ω̃ − Heff) = 0. В ре-

зультате получим

ω̃± =
1

2
(Ω1 +Ω2)− i

1

2
(Γ̃1 + Γ̃2)±

± 1

2

√(
Ω1 − Ω2 + i[Γ̃2 − Γ̃1]

)2
+ 4Λ2. (8)

Недиагональные элементы в матрице (6) помимо

прямого взаимодействия J описывают непрямое вза-

имодействие
√
Γ1Γ2e

ikd, обусловленное спонтанным

излучением возбужденных кубитов, а также взаимо-

действие
√
γ1γ2/2, обусловленное нерадиационными

каналами распада. При этом вклад спонтанного из-

лучения зависит от частоты рассеиваемого фотона

ω (k = ω/vg), а это приводит к тому, что положе-

ние резонансов (8) в комплексной плоскости зави-

сит от частоты рассеиваемого фотона, что являет-

ся проявлением эффекта запаздывания. Таким обра-

зом, в рассматриваемом формализме немарковские

эффекты учитываются автоматически. Поэтому по-

ложение резонансов на реальной оси частот опре-

деляется, в общем случае, нелинейным уравнением

ω = Re[ω̃±(ω)].

Для идентичных кубитов из (8) находим

Reω± = Ω± J ± Γ sin kd, (9)

Imω± = −Γ(1± cos kd)− 1

2
κ− 1± 1

2
γ. (10)

Как следует из (10), ширина резонанса Imω− не

зависит от параметра γ и в пределе kd ≪ 1 опре-

деляется только релаксацией κ в локальный канал.

Этот результат обусловлен корреляционным межку-

битным взаимодействием, обусловленным общим ка-

налом распада (последнее слагаемое справа в урав-

нении (7)). Если его не учитывать, то ширины обеих

резонансов будут пропорциональны γ. Таким обра-

зом, с ростом γ ширина одного резонанса линейно

растет, а другого – не меняется. На рис. 1 показан

Рис. 1. (Цветной онлайн) Резонансный спектр двух

идентичных кубитов в зависимости от величины нера-

диационного затухания в общий канал, k0 = Ω/vg

резонансный спектр S(ω) для двух идентичных ку-

битов, который определяется нулями реальной части

детерминанта D(ω) (S(ω) ≈ 1/D(ω)). Левый пик со-

ответствует частоте Reω−, правый частоте Reω+. С

ростом γ ширина и амплитуда левого пика не меня-

ются, тогда как ширина правого пика увеличивается

и его амплитуда уменьшается. На этом и последую-

щих рисунках вычисления проведены в предположе-

нии γi ≫ κi.

Запутанные состояния двухкубитной систе-

мы. Волновая функция кубитов в фотонном поле за-

писывается следующим образом (см. выражение (42)

в [17]):

ΨQ =

2∑

n,m=1

|n〉λmRn,meikxm , (11)

где Rmn – матрица, обратная к матрице (ω−Heff)mn:

R =
1

D(ω)

(
ω − Ω2 + iΓ̃2 Λ

Λ ω − Ω1 + iΓ̃1

)
, (12)

где

D(ω) = det(ω −Heff) =

= (ω − Ω1 + iΓ̃1)(ω − Ω2 + iΓ̃2)− Λ2. (13)

Выражение для детерминанта (13) можно записать

также в факторизованном виде
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D(ω) = (ω − ω̃−)(ω − ω̃+), (14)

где комплексные корни ω± определены в (8).

С помощью (12) получим выражение для волно-

вой функции двухкубитной системы.

ΨQ =
λ

D(ω)
(ω − Ω+ iΓ̃)

(
|1〉 e−ikd + |2〉 eikd

)
+

+
λ

D(ω)
Λ
(
|1〉 eikd + |2〉 e−ikd

)
. (15)

Формула (15) позволяет определять амплитуду веро-

ятности возбуждения каждого из кубитов (〈1|ΨQ〉,
〈2|ΨQ〉), а также степень запутанности двухкубит-

ного состояния. Из (15) следует, что максимальная

запутанность ΨQ ≈ (|1〉 ± |2〉) при произвольной час-

тоте ω рассеиваемого фотона имеет место в пределе

kd ≪ 1, а также при дискретных частотах, опреде-

ляемых соотношением kd = nπ/2, где n = 1, 2, 3...

Вычисление транспортных коэффици-

ентов. Согласно методу при рассеянии фотона

амплитуда перехода из состояния фотона с началь-

ным импульсом k в состояние фотона с конечным

импульсом q определяется следующим образом [16]:

T qk =

2∑

m,n=1

Am(q)RmnA
∗
n(k). (16)

При этом коэффициенты фотонного траспорта tqk

являются элементами матрицы рассеяния Sqk и свя-

заны с T qk следующим образом:

tqk ≡ Sqk = δqk − iT qk. (17)

Для дальнейшего анализа нам удобно переписать де-

терминант (13) как

D(ω) =

= δ1δ2 − J2 + iδ1Γ2 + iδ2Γ1 + 2iJ
√
Γ1Γ2e

ikd −
− Γ1Γ2

(
1− e2ikd

)
+A, (18)

где δj = ω − Ωj +
i
2κj +

i
2γj , j = 1, 2.

В последней строчке (18) мы выделили величину

A, которая описывает взаимодействие между кубита-

ми, обусловленное общим нерадиационным каналом

распада:

A =

√
γ1γ2

4

(√
γ1γ2 + 4i(J − i

√
Γ1Γ2e

ikd)
)
. (19)

Прохождению фотона через волновод соответ-

ствует q = k, а отражению q = −k. Тогда в соот-

ветствии с (17) коэффициенты прохождения t и от-

ражения r можно записать так: t ≡ tkk = 1 − iT kk,

r ≡ t−kk = −iT−kk. Используя (3), (16) и явный вид

элементов матрицы R (12), запишем эти коэффици-

енты в следующем виде:

t =
1

D(ω)

(
δ1δ2 − J2 − 2J

√
Γ1Γ2 sin kd+B

)
, (20)

r =
−i

D(ω)

[
δ2Γ1e

ikd + δ1Γ2e
−ikd + 2Γ1Γ2 sin kd +

+ 2J
√
Γ1Γ2 + C

]
, (21)

где D(ω) имеет вид (18), а величины B и C также как

и A (19) описывают вклад нерадиационных каналов

распада во взаимодействие между кубитами:

B =

√
γ1γ2

4

(√
γ1γ2 + 4i(J +

√
Γ1Γ2 sinkd)

)
, (22)

C = −
√
Γ1Γ2

√
γ1γ2. (23)

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость коэффициента

прохождения |t| от величины прямого взаимодействия

J при различных значениях нерадиационного затуха-

ния в общий канал γ. (a) – Расчет по формуле (11a) из

работы [6]. (b) – Расчет по формуле (20), k0 = Ω/vg

Пренебрегая в выражениях (18), (20) и (21) величи-

нами A, B и C, получаем для коэффициентов t и r

выражения, в точности совпадающие с уже извест-

ными (выражения (11a) и (11b) в работе [6]).

На рис. 2 и 3 проведено сравнение поведения

коэффициента пропускания |t| (20) с формулой (11а)
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость коэффициента

прохождения |t| от частоты рассеиваемого фотона (a)

и от величины нерадиационного затухания в общий ка-

нал (b). Cплошные линии соответствуют расчету по

формуле (11a) из работы [6], пунктирные линии – рас-

чету по формуле (20). k0 = Ω/vg

из работы [6]). Расчеты проводили для идентичных

кубитов: Ω1 = Ω2, Γ1 = Γ2, γ1 = γ2 при фикси-

рованных значениях Ω1 = 3ГГц, Γ1 = 3 · 10−4Ω1.

Из рис. 2 следует, что в области J < 2Γ1 выраже-

ние (20) приводит к результатам, которые существен-

но отличаются от того, что следует из выражения

(11а) в работе [6]. Еще более существенно это от-

личие видно на рис. 3, где наличие непрямого вза-

имодействия между кубитами, обусловленного нера-

диационными каналами распада, приводит к значи-

тельному подавлению коэффициента пропускания.

На рис. 4 изображено рассчитанное по формуле (20)

двумерное (в плоскости k0d, ω) распределение коэф-

фициента прохождения. Вблизи k0d = 3π/2 хорошо

заметна область прозрачности, в которой коэффи-

циент прохождения близок к единице в широком ча-

стотном диапазоне. Численное моделирование пока-

зало, что ширина этой области по вертикальной оси

пропорциональна величине J и обратно пропорцио-

нальна скорости нерадиационного распада γ.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Двумерное (в плоскости kd, ω)

распределение коэффициента прохождения. Вблизи

k0d = 3π/2 хорошо видна область прозрачности

Заключение. Итак, существование общего нера-

диационного канала распада кубитов приводит к до-

полнительному взаимодействию между ними, что

оказывает существенное влияние на коэффициенты

прохождения и отражения микроволновых фотонов.

Подробно рассмотрена система из двух кубитов. По-

лучены аналитические выражения для коэффициен-

тов прохождения и отражения. Показано, что есть

области параметров, где учет межкубитной корреля-

ции, обусловленной общим каналом распада, приво-

дит к результатам, которые существенно отличаются

от известных.
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