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Эффект отдачи ядра для g-фактора тяжелых ионов: перспективы

проверки квантовой электродинамики в новой области
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Вклад эффекта отдачи ядра в g-фактор тяжелых водородо- и литиеподобных ионов рассчитан во

всех порядках по αZ. Приближенно учтены поправки на конечный размер ядра и межэлектронное взаи-

модействие к эффекту отдачи. В результате значительно уменьшен второй по величине вклад в полную

теоретическую погрешность для значений g-факторов ионов 208Pb79+ и 238U89+. Особое внимание уде-

лено тестированию КЭД-вклада в эффект отдачи для g-фактора в экспериментах с тяжелыми ионами.

Показано, что в то время, как погрешности поправок на конечный размер и поляризацию ядра мас-

кируют КЭД-эффект отдачи, его можно наблюдать с погрешностью на уровне 1–2 % в специальной

разности g-факторов тяжелых водородо- и литиеподобных ионов, что дает уникальную возможность

для тестирования КЭД в новой области: в области сильной связи за рамками картины Фарри.
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1. Введение. Высокоточные измерения лэмбов-

ского сдвига в тяжелых многозарядных ионах [1–5]

позволили протестировать КЭД-эффекты в сильном

кулоновском поле на уровне в несколько десятых до-

лей процента (см., например, [6, 7] и ссылки там).

К настоящему времени также выполнен ряд высо-

коточных измерений сверхтонкой структуры (СТС)

в тяжелых водородоподобных ионах [8–13]. Главная

цель этих экспериментов заключалась в тестирова-

нии КЭД при наличии сильных электрических и маг-

нитных полей. Однако, в силу большой погрешно-

сти поправки на распределение магнитного момен-

та по объему ядра (так называемый эффект Бора–

Вайскопфа), прямая проверка КЭД путем сравне-

ния теории и эксперимента по СТС в водородопо-

добных ионах оказалась невозможной. Решение дан-

ной проблемы было найдено в [14], где было пред-

ложено исследовать специальную разность СТС в

водородо- и литиеподобных ионах одного и того же

изотопа, которая может быть рассчитана с очень вы-

сокой точностью. Потребовалось около пятнадцати

лет для того, чтобы достичь необходимого уровня

точности в экспериментах по измерению СТС в ли-

тиеподобном висмуте [15]. Значительное расхожде-

ние между полученными экспериментальными дан-

ными и результатами наиболее точных теоретиче-

ских расчетов [16] для специальной разности пред-

ставляет нерешенную на данный момент проблему

(“hyperfine puzzle”) [17], которая в настоящий мо-
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мент является предметом интенсивных исследова-

ний как с теоретической, так и с экспериментальной

стороны.

Современные тесты КЭД для связанных состоя-

ний, основанные на исследованиях лэмбовского сдви-

га и СТС в тяжелых ионах, ограничены областью,

где может быть применен стандартный формализм

квантовой электродинамики в присутствии внешне-

го классического поля, известный как картина Фар-

ри. Вклад эффекта отдачи ядра в лэмбовский сдвиг в

тяжелых ионах, расчет которого требует применения

КЭД за рамками представления Фарри, как правило,

замаскирован погрешностями поправок на конечный

размер и поляризацию ядра. Этот факт и ограничен-

ная точность эксперимента препятствуют в насто-

ящее время прецизионным тестам КЭД-теории эф-

фекта отдачи для лэмбовского сдвига в тяжелых

ионах. Ожидается, что значительно более высокая

точность может быть достигнута при измерении g-

фактора тяжелых ионов в экспериментах, которые

запланированы в ближайшем будущем на установках

HITRAP/FAIR в Дармштадте и в институте ядер-

ной физики Общества Макса Планка (MPIK) в Гей-

дельберге. К настоящему времени был выполнен це-

лый ряд высокоточных измерений g-фактора много-

зарядных ионов в области малых и средних значений

заряда ядра Z [18–25]. Измерение изотопической раз-

ности g-факторов литиеподобного кальция ACa17+ с

A = 40 и A = 48 [25] обеспечило первую проверку

релятивистской теории эффекта отдачи ядра в мно-

гозарядных ионах в присутствии магнитного поля
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[26]. Точность экспериментального значения ограни-

чена на данный момент погрешностью атомной мас-

сы изотопа кальция A = 48. В настоящее время в ми-

ре осуществляется несколько проектов, нацеленных

на повышение точности определения атомных масс.

Соответствующее улучшение точности для атомной

массы кальция приведет к прямой проверке КЭД-

вклада в эффект отдачи в многозарядных ионах.

Более того, эксперименты по измерению g-фактора

тяжелых ионов, ожидаемые в ближайшем будущем,

предоставят уникальную возможность для тестиро-

вания КЭД-эффекта отдачи в сильно непертурбатив-

ном режиме, при условии что полные теоретические

значения рассчитаны с требуемой точностью.

Известно [27, 28], однако, что погрешность от эф-

фектов конечного размера и поляризации ядра быст-

ро растет с увеличением Z и маскирует эффект отда-

чи для очень тяжелых ионов. В работах [29–32] было

показано, что погрешности от этих эффектов могут

быть значительно уменьшены в специальных разно-

стях значений g-фактора для водородо-, литие- и бо-

роподобных ионов, что дает возможность для преци-

зионных тестов КЭД связанных состояний в сильных

полях. В данной работе мы вычисляем эффект отда-

чи ядра для g-фактора водородо- и литиеподобных

ионов 208Pb и 238U и показываем, что в случае свинца

КЭД-вклад эффекта отдачи в специальную разность

на два порядка больше, чем погрешность, с которой

может быть вычислено полное теоретическое значе-

ние этой разности. Это открывает уникальную воз-

можность для тестирования КЭД в области сильной

связи за рамками картины Фарри.

В статье используется релятивистская система

единиц (~ = c = 1, e < 0).

2. Основные формулы. Замкнутая формула

для поправки на отдачу к g-фактору водородоподоб-

ного иона в первом порядке по отношению масс элек-

трона и ядра m/M и во всех порядках по αZ (α – по-

стоянная тонкой структуры) была выведена в работе

[33]. Как было отмечено в этой работе, полученная

формула позволяет частично учесть поправку на ко-

нечный размер ядра к эффекту отдачи, если в ней

заменить чисто кулоновский потенциал V = −αZ/r

на потенциал протяженного ядра. Замена потенци-

ала эффективным локальным потенциалом Veff(r),

который представляет собой сумму потенциала яд-

ра и экранирующего потенциала, позволяет частич-

но учесть поправки к одноэлектронному вкладу эф-

фекта отдачи в литиеподобном ионе за счет экрани-

рования валентного 2s-электрона электронами 1s2-

оболочки. В первом порядке по m/M одноэлектрон-

ный вклад эффекта отдачи ядра в g-фактор состоя-

ния a можно представить в виде суммы вкладов низ-

ших и высших порядков по αZ, ∆g = ∆gL+∆gH, где

∆gL =

=
1
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Здесь µ0 – магнетон Бора, ma – проекция углово-

го момента для рассматриваемого состояния, pk =

= −i∇k – оператор импульса, V (r) – потенциал яд-

ра или эффективный потенциал (см. выше), |a〉 –

дираковская волновая функция в потенциале V (r),

εa – соответствующая энергия, δV (r) = −eα ·Acl(r)

описывает взаимодействие электрона с классическим

однородным магнитным полем Acl(r) = [H × r]/2,

G(ω) =
∑

n |n〉〈n|[ω − εn(1 − i0)]−1, δεa = 〈a|δV |a〉,

|δa〉 =
∑εn 6=εa

n |n〉〈n|δV |a〉(εa − εn)
−1, Dk(ω) =

= −4παZαlDlk(ω),
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1
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×
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r
δlk +∇l∇k (exp (i|ω|r)− 1)

ω2r

}

(3)

– поперечная часть фотонного пропагатора в куло-

новской калибровке, α – вектор матриц Дирака, и

по повторяющимся индексам подразумевается сум-

мирование. Вклад низших порядков ∆gL, который

может быть получен из уравнения Брейта, мы будем

называть одноэлектронным брейтовским вкладом.

Вклад высших порядков ∆gH определяется кванто-

вой электродинамикой за рамками брейтовского при-

ближения, мы будем называть его одноэлектронным

КЭД-вкладом.
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Таблица 1. Вклад эффекта отдачи ядра в g-фактор 1s-состояния водородоподобных ионов свинца и урана, выраженный в тер-
минах функции F (αZ), определенной уравнением (5). Погрешности, главным образом, обусловлены приближенным характером
учета поправки на конечный размер ядра к эффекту отдачи (см. текст).

Вклад 208Pb81+ 238U91+

Отдача в приближении Брейта, точечное ядро 0.9632 0.9504

Отдача в приближении Брейта, протяженное ядро 0.8746 0.7583

КЭД-вклад в отдачу, точечное ядро 0.8619 1.4456

КЭД-вклад в отдачу, протяженное ядро 0.8564 1.3491

Полный вклад эффекта отдачи, точечное ядро 1.8251 2.3961

Полный вклад эффекта отдачи, протяженное ядро 1.731(15) 2.107(61)

Таблица 2. Вклад эффекта отдачи ядра в g-фактор 2s состояния литиеподобных ионов свинца и урана, выраженный в терми-
нах функции F (αZ), определенной уравнением (5). Все значения получены для случая протяженного ядра. При оценке полных
погрешностей принят во внимание приближенный характер учета эффектов электрон-электронного взаимодействия и конечного
размера ядра (см. текст).

Вклад 208Pb79+ 238U89+

Одноэлектронный вклад в приближении Брейта 0.2597 0.2471

Двухэлектронный вклад в приближении Брейта −0.0072 −0.0061

Полная отдача в приближении Брейта 0.2525 0.2410

КЭД-вклад в отдачу, кулоновский потенциал 0.1585 0.2693

КЭД-вклад в отдачу, потенциал CH 0.1525 0.2598

КЭД-вклад в отдачу, потенциал LDF 0.1523 0.2597

КЭД-вклад в отдачу, потенциал PZ 0.1539 0.2622

Полный вклад эффекта отдачи 0.405(5) 0.501(17)

В случае многоэлектронного иона следует также

рассмотреть двухэлектронные вклады в эффект от-

дачи. Для иона с одним электроном сверх заполнен-

ных оболочек двухэлектронные вклады легко могут

быть получены в рамках одноэлектронного подхо-

да путем переопределения электронного пропагатора

[26, 29, 34, 35]. Для основного состояния литиеподоб-

ного иона двухэлектронные вклады в эффект отдачи

обращаются в ноль в нулевом порядке по 1/Z. Соот-

ветствующие поправки к g-фактору первого и более

высоких порядков по 1/Z могут быть вычислены при

помощи эффективных операторов отдачи, получен-

ных в рамках брейтовского приближения [26].

3. Результаты и обсуждение. Согласно выше-

сказанному, поправка на отдачу ядра к g-фактору

представляется в виде суммы вклада, отвечающе-

го приближению Брейта, и КЭД-вклада. Для чисто

кулоновского поля V (r) = −αZ/r одноэлектронный

брейтовский вклад может быть вычислен аналитиче-

ски [14]:

∆gL(p.n.) = −
m

M

2κ2ε2a + κmεa −m2

2m2j(j + 1)
, (4)

где εa – дираковская энергия, и κ = (−1)j+l+1/2(j +

+ 1/2) – релятивистское угловое квантовое число.

В данной работе этот вклад был рассчитан по фор-

муле (1) для протяженного ядра. Суммирование по

промежуточным электронным состояниям было вы-

полнено с использованием конечного базисного на-

бора с базисными функциями, построенными из B-

сплайнов [36] в рамках метода дуального кинетиче-

ского баланса (ДКБ) [37]. Результаты расчетов для

Z = 82, 92, выраженные в терминах функции F (αZ),

∆g =
m

M
(αZ)2F (αZ), (5)

представлены в табл. 1 и 2 для водородо- и литие-

подобных ионов соответственно. Для водородоподоб-

ных ионов показаны результаты для точечных и про-

тяженных ядер, в то время как для литиеподобных

ионов рассмотрен только случай протяженных ядер.

Среднеквадратичные зарядовые радиусы ядер взяты

из [38]. Как уже было упомянуто выше, двухэлек-

тронный вклад в эффект отдачи к g-фактору равен

нулю для основного состояния литиеподобного иона,

если ограничиться приближением независимых элек-

тронов. Данное приближение соответствует нулево-

му порядку по 1/Z. В табл. 2 мы приводим двухэлек-

тронные поправки на эффект отдачи, рассчитанные

в рамках брейтовского приближения во всех поряд-

ках по 1/Z, в соответствии с тем, как это описано в

нашей недавней работе [26].

В случае точечного ядра численные расчеты од-

ноэлектронного вклада в высших порядках (КЭД-
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Таблица 3. Отдельные вклады в g-фактор основного состояния тяжелых литиеподобных ионов.

Вклад 208Pb79+ 238U89+

Дираковское значение (точечное ядро) 1.932002904 1.910722624

Конечный размер ядра 0.00007857(14) 0.00024162(36)

Одноэлектронная КЭД 0.0024081(5) 0.0024427(8)

Экранированная КЭД −0.00000191(4) −0.00000218(6)

Межэлектронное взаимодействие 0.00213934(4) 0.00250005(6)

Брейтовский вклад в отдачу 0.000000239(2) 0.000000250(8)

КЭД-вклад в отдачу 0.000000144(3) 0.000000270(10)

Поляризация ядра −0.00000004(2) −0.00000027(14)

Полное теоретическое значение 1.9366273(5) 1.9159051(9)

Теоретическое значение из работы [45] 1.9366272(6) 1.9159048(11)

вклада) ∆gH были выполнены для 1s- и 2s-состояний

в [26, 27]. В настоящей работе мы рассчитали этот

вклад в случае протяженного ядра. С целью частич-

ного учета влияния электрон-электронного взаимо-

действия на КЭД-вклад в эффект отдачи для ли-

тиеподобных ионов были также использованы остов-

ный потенциал Хартри (CH), потенциал Пердью–

Цунгера (PZ) и локальный потенциал Дирака–Фока

(LDF). Методы построения и примеры использова-

ния данных потенциалов можно найти в работах [39–

43]. Интегрирование по ω в уравнении (2) было вы-

полнено аналитически для вклада, который не содер-

жит оператор Dk(ω) (“кулоновский” вклад), и чис-

ленно, после стандартного поворота Вика, для остав-

шихся вкладов (вклады с одним и двумя поперечны-

ми фотонами) [26, 27]. Суммирование по промежу-

точным электронным состояниям было осуществле-

но посредством применения конечного базисного на-

бора ДКБ-сплайнов. Результаты расчетов для Z =

82, 92, выраженные в терминах функции F (αZ), ко-

торая определена уравнением (5), представлены в

табл. 1 и 2 для водородо- и литиеподобных ионов со-

ответственно. Следует отметить, что в случае ионов

урана КЭД-вклад в эффект отдачи даже больше, чем

вклад, полученный в приближении Брейта.

Для водородоподобных ионов (см. табл. 1) по-

грешность определяется главным образом тем, что

поправка на конечный размер ядра к эффекту от-

дачи для g-фактора учтена лишь приближенно. Мы

предполагаем, что погрешность, связанная с исполь-

зованием данного приближения, должна быть на том

же уровне, что и соответствующий вклад в энергию

связи, который был исследован в приближении Брей-

та в [44]. Согласно работе [44], данный вклад изме-

няет поправку на конечный размера ядра к эффекту

отдачи на 16 % и 21 % для 1s-состояния водородопо-

добных ионов свинца и урана соответственно.

Для литиеподобных ионов (см. табл. 2) в каче-

стве окончательного теоретического значения для

КЭД-вклада в эффект отдачи мы выбрали значение,

полученное для потенциала LDF. Погрешность бы-

ла оценена как сумма двух вкладов. Первый вклад

обусловлен приближенным учетом поправки на ме-

жэлектронное взаимодействие к КЭД-эффекту от-

дачи. Чтобы оценить связанную с этим погреш-

ность, мы также выполнили расчеты одноэлектрон-

ного брейтовского вклада в потенциале LDF и срав-

нили полученные результаты с полными значениями

для отдачи в брейтовском приближении, представ-

ленными в табл. 2. Отношение полученной разницы

к результату расчета брейтовского вклада в потен-

циале LDF было выбрано в качестве относительной

погрешности для соответствующей поправки к КЭД-

вкладу в эффект отдачи. Второй вклад в погреш-

ность связан с приближенным учетом поправки на

конечный размер ядра к эффекту отдачи. Он был

оценен таким же образом, как это было сделано для

водородоподобных ионов в табл. 1.

В табл. 3 представлены полные теоретические

значения g-фактора для литиеподобных ионов свин-

ца и урана. За исключением поправок на эффект от-

дачи, все остальные вклады были взяты из преды-

дущих компиляций [45–48]. По сравнению с работой

[45] мы значительно уменьшили вторую по величине

теоретическую погрешность, которая была связана с

эффектом отдачи ядра. Как следует из табл. 3, по-

грешности поправок на конечный размер и поляри-

зацию ядра маскируют КЭД-вклад в эффект отдачи.

При этом погрешность поправки на конечный размер

ядра была оценена как квадратичная сумма погреш-

ности, полученной путем варьирования среднеквад-

ратичного радиуса в пределах погрешности, указан-

ной в статье [38], и разности результатов, получен-

ных для двух моделей распределения заряда ядра:

модели Ферми и модели однородно заряженного ша-

ра. Это довольно консервативная оценка для дан-

ной погрешности, которая может быть значительно

уменьшена, если параметры распределения заряда
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ядра определены с хорошей точностью из экспери-

ментов с соответствующими мюонными атомами.

Более фундаментальное ограничение точности

связано с эффектом поляризации ядра. Для того,

чтобы уменьшить погрешность, связанную с ядер-

ными эффектами, в работе [29] было предложено ис-

следовать специальную разность g-факторов литие-

и водородоподобных ионов:

g′ = g(1s)22s − ξg1s, (6)

где параметр ξ выбирается так, чтобы сократить в

данной разности поправки на конечный размер ядра.

Можно показать [29, 30], что и параметр ξ, и данная

разность очень стабильны по отношению к вариации

ядерных параметров и модели ядра.

Для свинца параметр ξ = 0.1670264 [29]. Заме-

на модели Ферми для распределения заряда ядра на

модель однородно заряженного шара изменяет спе-

циальную разность g′ на величину порядка 1 · 10−9.

Однако, как было отмечено выше, это очень консер-

вативная оценка для данной погрешности. Если мы

рассмотрим вариацию среднеквадратичного зарядо-

вого радиуса ядра в пределах удвоенного интервала,

задаваемого погрешностью радиуса, то получим из-

менение g′ только на величину порядка 0.1 · 10−9.

Поправка на поляризацию ядра в эту разность дает

вклад −0.13(6) · 10−9 [28, 31]. В то же время, вклад

КЭД-эффекта отдачи в специальную разность со-

ставляет 8.7 · 10−9 и это означает, что тестирование

КЭД-эффекта отдачи для g-фактора тяжелых ионов

возможно на уровне 1–2 % при условии, что все КЭД-

поправки и вклады от межэлектронного взаимодей-

ствия рассчитаны с требуемой точностью.

4. Заключение. В данной работе мы исследо-

вали эффект отдачи ядра для g-фактора водородо-

и литиеподобных ионов 208Pb и 238U для потен-

циала протяженного ядра и для эффективных по-

тенциалов, которые частично учитывают эффекты

межэлектронного взаимодействия в литиеподобных

ионах. В результате, значительно уменьшен вто-

рой по величине вклад в погрешность теоретиче-

ских значений g-фактора ионов 208Pb79+ и 238U89+.

Вклад КЭД-эффекта отдачи в специальную разность

g-факторов водородо- и литиеподобных ионов со-

поставлен с погрешностями поправок на конечный

размер и поляризацию ядра. Показано, что КЭД-

эффект отдачи для g-фактора может быть иссле-

дован в высокоточных экспериментах с тяжелыми

ионами, открывая уникальную возможность для те-

стирования КЭД в новой области: области сильной

связи за рамками картины Фарри.
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Hyp. Interact. 199, 71 (2011).

7. A.V. Volotka, D.A. Glazov, G. Plunien, and

V.M. Shabaev, Ann. Phys. (Berlin) 525, 636 (2013).

8. I. Klaft, S. Borneis, T. Engel, B. Fricke, R. Grieser,
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