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Теоретически исследуется статистика тройных контактов между участками интефазной хромосомы

в присутствии механизма активного выпетливания. Моделируя хроматин как идеальную полимерную

цепь с вмороженным беспорядком случайных петель, мы находим в рамках однопетлевого приближения

выражение для условной вероятности контакта между двумя участками цепи при наличии дополнитель-

ного контакта с третьим участком. Анализ полученного выражения показывает нарушение механизмом

выпетливания масштабной инвариантности, марковости и гауссовости идеальной цепи, подсказывая пу-

ти извлечения характеристик процесса выпетливания из экспериментальных данных касательно частот

кратных контактов в интерфазных хромосомах. Кроме того, результаты работы свидетельствуют об

ограниченности широко распространенных гауссовых полимерных моделей в вопросе воспроизведения

некоторых особенностей конформационной статистики хромосом.
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1. Введение. Общая длина цепей ДНК, обра-

зующих полный набор хромосом человеческого ор-

ганизма, составляет около 2м. Все эти макромо-

лекулы упакованы в микрометровом пространстве

внутри ядра клетки. Давно известно, что характер

пространственной упаковки генетического материа-

ла иерархический [1] (см. также [2–5]). Прежде все-

го, двойная спираль ДНК наматывается на белки-

гистоны, образуя структуру типа “бусы на нити”.

Комплекс из ДНК, гистоновых белков, а также неко-

торых других белковых соединений, называется хро-

матином. Высокоуровневая укладка хроматина зави-

сит от степени транскрипционной активности соот-

ветствующего участка генома и от стадии клеточ-

ного цикла. В период деления клетки хромосомы

конденсируются в хорошо узнаваемые компактные

объекты, легко различимые в оптический микроскоп

[6]. Однако такое состояние хроматина нельзя на-

звать типичным, поскольку большую часть своего

жизненного цикла клетка проводит в так называе-

мой интерфазе. Грубо говоря, интерфаза – это про-

межуток времени, в течении которого клетка гото-

вится к последующему делению. На стадии интер-

фазы хромосомы относительно слабо конденсирова-
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ны, и вопрос об их пространственной организации

очень долго оставался открытым. Между тем, по-

нимание принципов этой организации чрезвычайно

важно для биологии и медицины, так как наруше-

ния в пространственной структуре генома влекут за

собой сбои в его функционировании, влияя, в частно-

сти, на экспрессию генов, что, в свою очередь, может

приводить к тяжелым последствиям для организма

как целого [7–10].

Прогресс методов флуоресцентной визуализации

и семейства экспериментальных техник определе-

ния конформации хромосом позволил получить

большое количество характеризуемых высоким про-

странственным и временным разрешением данных

касательно структуры и динамики макромолекул

ДНК в ядрах живых клеток [11–26]. Анализ этих

данных привел к формированию продолжающего

обогащаться представления о пространственной

структуре генома и вскрытию одного из ключе-

вых определяющих ее механизмов – активного

выпетливания. Проведенные в последние несколько

лет эксперименты наглядно продемонстрировали,

что присутствующие в нуклеоплазме ядер клеток

кольцеобразные белковые SMC-белки (конденсин

и когезин), связываясь с ДНК, способны в при-

сутствии АТФ проявлять моторную активность,

которая приводит к образованию и росту петель

ДНК [27–31].
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Прямое численное моделирование динамики хро-

матина, рассматриваемого как длинная полимерная

цепь, на которой образуются, растут и исчезают пет-

ли, позволяет воспроизвести целый ряд характер-

ных особенностей контактных карт, генерируемых

для интерфазных клеток млекопитающих на основе

данных Hi-C метода (см., например, работы [32–35]).

Хорошо аргументированной является точка зрения,

что именно процесс выпетливания ответственен за

формирование топологически-ассоциированных до-

менов [36, 37], представляющих собой области кон-

тактных карт, в пределах которых участки гено-

ма контактируют друг с другом существенно чаще,

чем с участками из соседних доменов. Считается,

что топологически-ассоциированные домены играют

важную роль в регуляции генной активности, обеспе-

чивая преимущественную активацию энхансером тех

генов, что расположены внутри одного с ним домена

[10, 37, 38].

Вскрытие молекулярного механизма активного

выпетливания открывает перспективы построения

аналитической теории, способной систематизировать

существующие экспериментальные данные, касаю-

щиеся пространственной структуры и динамики хро-

мосом. Так, в недавней теоретической работе [39]

было показано, что простые полимерные модели,

явно учитывающие присутствие созданных когези-

новыми комплексами петель, способны объяснить

профиль экспериментально наблюдаемой зависимо-

сти вероятности парных контактов между участка-

ми интерфазного хроматина на масштабе генетиче-

ских расстояний вплоть до размеров топологически-

ассоциированных доменов. Данная работа нацелена

на дальнейшее развитие этого теоретического подхо-

да в направлении обобщения извлекаемых из него

предсказаний на более широкий круг эксперимен-

тальных данных. А именно, здесь мы исследуем вли-

яние механизма активного выпетливания на стати-

стику тройных контактов. В рамках модели идеаль-

ной полимерной цепи с беспорядком петель нами

получена вероятность контакта между двумя участ-

ками хроматина при условии наличия контакта с

третьим участком. Мотивацией исследования слу-

жит появление экспериментальных методов детекти-

рования кратных контактов между более чем двумя

участками хроматина [25, 40–48].

2. Математическая модель: идеальная цепь

с вмороженным беспорядком редких петель.

Как обсуждалось выше, с учетом установленного ме-

ханизма активного выпетливания, интерфазный хро-

матин можно промоделировать как длинную поли-

мерную цепь с динамическими петлями, см. рис. 1.

Рис. 1. (Цветной онлайн) (а) – Образование, рост и ис-

чезновение петли хроматина, созданной моторной ак-

тивностью когезина. (b) – Полимерная цепь с беспоряд-

ком случайных петель как модель интерфазной хромо-

сомы

Процесс роста каждой петли начинается после свя-

зывания когезинового комплекса с хроматином, а

прекращается либо в момент диссоциации, когда ко-

гезин возвращается в окружающую нуклеоплазму,

либо в результате блокирования (например, другим

SMC-комплексом или CTCF-белком). Важной харак-

теристикой процесса выпетливания является сред-

няя контурная длина петли λ, которая имела бы ме-

сто в отсутствии взаимодействия SMC-белка с лю-

быми соединениями, которые могут выступать в ка-

честве барьера, препятствующего процессу выпетли-

вания. На разных стадиях клеточного цикла λ по

разному сравнивается со средним контурным рассто-

янием d между сайтами связывания соседних коге-

зиновых комплексов, определенным как общая про-

тяженность полимерной цепи, деленная на среднее

количество SMC-белков, присутствующих на ней в

статистически стационарном режиме. Для условий

интерфазы справедливо λ . d [34, 49], поэтому для

типичной реализации конформации цепи, большин-

ство петель разделены довольно большими зазорами,

как показано на рис. 2, а доля вложенных и срощен-

ных петель мала. В силу стохастичности скорости

выпетливания и времени связывания SMC-белка с

хроматином результирующую контурную длину пет-

ли следует считать случайной величиной. Последнее,

а также нерегулярность расположения сайтов связы-

вания SMC-белков с молекулой ДНК, означает, что

и контурные длины сегментов полимерной цепи, за-

ключенные между соседними петлями, также долж-

ны рассматриваться как случайные величины. В на-

ших аналитических расчетах мы будем рассматри-

вать асимптотический предел λ/d ≪ 1. В этом слу-

чае контурные длины петель и зазоров можно счи-

тать независимыми случайными величинами, для ко-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Девять классов диаграмм, определяющих однопетлевой ответ для вероятности pjk|ij(s1, s2)

контакта участков j и k при условии, что в контакте находятся участки i и j (обозначены черными точками), для по-

лимерной цепи с беспорядком петель (обозначены красным), созданных моторной активностью SMC-белков (показаны

оранжевыми квадратами в базах петель)

торых мы примем экспоненциальные функции рас-

пределения

ploop(L) =
1

λ
exp

(

−
L

λ

)

, pgap(h) =
1

d
exp

(

−
h

d

)

.

(1)

Будем считать, что хроматин представляет собой

идеальную цепь с длиной сегмента Куна leff. Иде-

альность означает, что мы пренебрегаем любым вза-

имодействием несвязанных друг с другом сегментов.

Как известно, в силу центральной предельной теоре-

мы крупномасштабные статистические свойства кон-

формации любой идеальной цепи аналогичны стати-

стическим свойствам траектории процесса Винера,

для которого время измеряется в единицах контур-

ной длины полимера, а коэффициент диффузии ра-

вен D = leff/6 (см., например, [50, 51]). Мы будем

опираться на эту аналогию ниже.

Конформация полимерной цепи случайным обра-

зом меняется с течением времени за счет тепловых

флуктуаций и моторной активности SMC-белков.

Простые оценки показывают, что время, необходи-

мое SMC-комплексу для вытягивания петли хрома-

тина, соответствующей участку ДНК из 200 тысяч

пар оснований (харатерная длина петли в условиях

интерфазы согласно [33, 34]), велико по сравнению

со временем тепловой релаксации такой петли [39].

Это позволяет считать беспорядок петель вморожен-

ным, полагая, что случайные конформации полимер-

ной цепи принадлежат статистически-равновесному

ансамблю.

Напомним ключевые для целей нашего рассмот-

рения крупномасштабные статистические свойства

равновесных линейных и кольцевых сегментов иде-

альной цепи. Функция распределения вероятностей

случайного вектора R, соединяющего два разделен-

ных контурным расстоянием s ≫ leff участка равно-

весной цепи, принадлежащих области зазора между

петлями, определяется выражением (см. [50, 51])

Pfree(R|s) =
1

(2πσ2
free(s))

3/2
exp

(

−
R2

2σ2
free(s)

)

, (2)

где σ2
free(s) =

l2
eff

s
3 . В свою очередь, вероятностное

распределение вектора R между двумя участками,

лежащими на петле контурной длины L и разделен-

ными контурным расстоянием s (leff ≪ s < L), опре-

деляется выражением (см. [51])

Pcoil(R|s, L) =
1

(2πσ2
coil(s, L))

3/2
exp

(

−
R2

2σ2
coil(s, L)

)

,

(3)

где σ2
coil(s, L) =

l2
eff

s(L−s)
3L . Формулы (2) и (3) слу-

жат ключевыми строительными блоками диаграмм-
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ной техники вычислений, к краткому изложению ко-

торой мы переходим.

3. Диаграммное разложение для условной

вероятности контакта. Будем говорить, что участ-

ки цепи с контурными координатами i и j находят-

ся в контакте в рассматриваемый момент времени,

если физическое расстояние между ними не превы-

шает некоторого контактного радиуса a. Рассмотрим

условную вероятность Pr[R1 < a|R2 < a], где R1 ≡ ij

и R2 ≡ jk, того, что в произвольно выбранный мо-

мент времени участки цепи с контурными координа-

тами j и k находятся в контакте, при условии, что

в контакте находятся участки j и i. Здесь и далее

мы предполагаем, что i < j < k. Обозначим через

pjk|ij(s1, s2) значение Pr[R1 < a|R2 < a], усреднен-

ное по всем тройкам точек i, j, k при фиксированных

разностях s1 = j−i и s2 = k−j, которые предполага-

ются малыми в сравнении с полной контурной дли-

ной хромосомы. Вычисление условной вероятности

pjk|ij(s1, s2) является основной целью этой работы.

В общем случае имеет место бесконечно большой

набор сценариев взаимного расположения участков

i, j и k, контактами между которыми мы интересу-

емся, и баз петель, возникших за счет моторной ак-

тивности SMC-комплексов. Однако, если λ/d ≪ 1,

то при вычислении функции pjk|ij(s1, s2) в диапа-

зоне контурных расстояний s1, s2 ≪ d можно при-

нять однопетлевое приближение. Словом, разделе-

ние масштабов, обеспечиваемое малостью парамет-

ров λ/d, s1/d и s1/d, позволяет пренебречь вероят-

ностью встретить реализацию ансамбля петель, для

которой между участками i и k лежит более одно-

го SMC-комплекса. Таким образом, достаточно рас-

смотреть 9 вариантов, схематически представленных

в виде диаграмм на рис. 2.

С учетом сказанного, условная вероятность кон-

такта может быть записана в следующей форме:

pjk|ij(s1, s2) =
9

∑

α=1

〈p
(α)
jk|ij(s1, s2|{A}α)〉loops, (4)

где индекс α нумерует диаграммы согласно рис. 2,

p
(α)
jk|ij(s1, s2|{A}α) – это условная вероятность кон-

такта при фиксированной реализации ансамбля слу-

чайных петель, {A}α – набор случайных величин,

параметризующих соответствующую диаграмму, а

угловые скобки 〈...〉loops обозначают усреднение по

параметрам {A}α. Так как беспорядок предпола-

гается вмороженный, то усреднение по тепловым

флуктуациям предшествует усреднению по статисти-

ке случайных петель.

Вклады различных диаграмм в искомую услов-

ную вероятность имеют вид

p
(α)
jk|ij(s1, s2|{A}α) =

=

∫

R1≤a

∫

R2≤a

d3R1d
3R2P

(α)
12 (R1,R2|{A}α, s1, s2)

∫

R1≤a

d3R1P
(α)
1 (R1|{A}α, s1, s2)

≈

≈
4

3
πa3

P
(α)
12 (0,0|{A}α, s1, s2)

P
(α)
1 (0|{A}α, s1, s2)

, (5)

где P
(α)
12 (R1,R2|{A}α, s1, s2) – совместная функ-

ция распределения случайных векторов R1 и R2,

P
(α)
1 (R1|{A}α, s1, s2) – частная функция распределе-

ния вектора R1. Данное выражение записано в пред-

положении, что a ≪ 〈R1〉, 〈R2〉.

Таким образом, поставленная нами задача сво-

дится к поиску условных вероятностей согласно

ур. (5) и дальнейшему усреднению полученных выра-

жений по беспорядку случайных петель. Для идеаль-

ной цепи описанная программа вычислений может

быть реализована до конца. В файле с дополнитель-

ными материалами, опираясь на формулы (2) и (3), а

также на аналогию между конформацией длинного

идеального полимера и формой траектории броунов-

ского движения, мы вычисляем вклады диаграмм и

их статистические веса. Следующий раздел посвя-

щен изложению результатов.

4. Результаты. В отсутствии беспорядка слу-

чайных петель вероятность контакта между участ-

ками j и k при условии, что в контакте находятся

участки i и j, имеет вид

pfree
jk|ij(s1, s2) =

√

6

π

(

a

leff

)3
1

s
3/2
2

, (6)

и не зависит от s1, что является следствием марков-

ского свойства линейной гауссовой цепи со свободны-

ми концами. При наличии беспорядка петель услов-

ная вероятность контакта на масштабе s1, s2 ≪ d в

однопетлевом приближении оказывается равной

pjk|ij(s1, s2) =

√

6

π

(

a

leff

)3
1

s
3/2
2

(

1 +
λ

d
F
(s1
λ
,
s2
λ

)

)

,

(7)

где функция F (z1, z2) дана формулой (S85) в файле

с дополнительными материалами и требует числен-

ного анализа.

Сравнивая уравнения (6) и (7), мы видим, что бес-

порядок редких петель ведет к появлению линейной

по малому параметру λ/d поправки к “невозмущен-

ной” условной вероятности контакта. Эта поправка
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оказывается зависящей от отношения s2/λ, так как

петли нарушают масштабную инвариантность цепи,

вводя в задачу характерный масштаб λ. Кроме того,

поправка зависит от s1/λ, что отражает разрушение

петлями марковости исходной цепи. Отметим также,

что в рамках однопетлевого приближения среднее

расстояние между петлями d ≫ λ влияет только на

амплитуду поправки, но не на ее функциональный

вид.

Для наглядной демонстрации отсутствия мас-

штабной инвариантности и марковского свойства

идеальной цепи с беспорядком петель, удобно рас-

смотреть логарифмическую производную условной

вероятности контакта в зависимости от перемасшта-

бированного контурного расстояния s2/λ. Из урав-

нений (6) и (7) понятно, что идеальная цепь со сво-

бодными концами характеризуется фиксированным

значением логарифмической производной −3/2, в то

время как в присутствии редких случайных петель

данная характеристика дается выражением

∂[log10 pjk|ij(s1, s2)]

∂[log10
s2
λ ]

= −
3

2
+

λ

d

s2
λ
F ′
z2

(s1
λ
,
s2
λ

)

. (8)

Соответствующий график представлен на рис. 3 и по-

казывает, что беспорядок петель проявляется в немо-

нотонности зависимости логарифмической производ-

ной условной вероятности парного контакта от кон-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Логарифмическая производ-

ная условной вероятности контакта как функции от

s2/λ для трех различных значений s1/λ при фикси-

рованном отношении λ/d = 0.1

турного расстояния s2. Наибольшее отклонение от

свойств “невозмущенной” цепи наблюдается на про-

межуточном масштабе контурных расстояний s2 ∼

λ, в то время как при s2 ≪ λ и s2 ≫ λ масштаб-

ная инвариантность сохраняется, что связано, соот-

ветственно, с нечувствительностью мелкомасштаб-

ной статистики конформации цепи к присутствию

петель и с самоусреднением эффекта петель на боль-

ших маштабах. Кроме того, профиль логарифмиче-

ской производной чувствителен к изменению значе-

ния переменной s1, что свидетельствует об откло-

нении от марковости. Отметим, однако, что в ши-

роком диапазоне значений s1 положение максиму-

ма логарифмической производной условной вероят-

ности парного контакта как функции от s2 остается

близким к среднему размеру петли λ. Указанное на-

блюдение справедливо независимо от значения d, по-

скольку, как уже было сказано выше, в силу структу-

ры формулы (7) изменение этой величины не влияет

на масштаб графика вдоль горизонтальной оси.

Для более детального исследования корреляций в

статистике контактов, отнормируем условную веро-

ятность контакта pjk|ij(s1, s2) на частную pjk(s2) =

=
√

6
π

(

a
leff

)3
1

s
3/2
2

(

1 + λ
d f

(

s2
λ

))

(см. работу [39] и

формулы (S86) и (S87) в файле с дополнительными

материалами), т.е. рассмотрим отношение

I(s1, s2) =
pjk|ij(s1, s2)

pjk(s2)
≈

≈ 1 +
λ

d

[

F
(s1
λ
,
s2
λ

)

− f
(s2
λ

)]

. (9)

На рисунках 4 и 5 представлены графики I(s1, s2)

как функции от s2/λ и s1/λ соответственно. Как

Рис. 4. (Цветной онлайн) Отношение условной вероят-

ности контакта к частной, I(s1, s2) (см. ур. (9)), как

функция от s2/λ

и в обсуждавшемся выше случае логарифмической

производной, данные зависимости немонотонны, а

их экстремумы приходятся на масштабы s2 ∼ λ и

s1 ∼ λ.

Интересно отметить, что условие наличия кон-

такта между участками i и j может приводить к

уменьшению вероятности контакта между участка-

ми j и k. Действительно, из представленных графи-
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Рис. 5. (Цветной онлайн) Отношение условной вероят-

ности контакта к частной, I(s1, s2) (см. ур. (9)), как

функция от s1/λ

ков видно, что I(s1, s2) < 1 при s2 ≫ s1, λ. Это на-

блюдение идет вразрез с результатами работы [53],

где предложенная для описания статистики кратных

контактов модель неоднородных петель предсказы-

вала, что I(s1, s2) ≥ 1 для любых значений s1 и s2.

Объяснение этого несоответствия состоит в том, что

доказательство неравенства I(s1, s2) ≥ 1, представ-

ленное в работе [53], опирается на модельную пред-

посылку о гауссовости статистики хроматина, а по-

тому не может быть распространено на рассматрива-

емую нами модель. В нашей модели гауссовым свой-

ством обладает только “невозмущенная” (т.е. свобод-

ная от петель) цепь, тогда как статистика конфор-

маций цепи со случайными петлями уже не является

гауссовой.

5. Заключение. Хорошее совпадение результа-

тов численного моделирования полимерных цепей,

подверженных механизму выпетливания, с экспери-

ментальными данными по частотам парных контак-

тов in vivo [32–35], а также наблюдение моторной ак-

тивности SMC-белков методами микроскопии в усло-

виях in vitro [27–31], позволяет считать присутствие

процесса активного выпетливания в ядрах живых

клеток твердо установленным. В то же время, пря-

мое наблюдение методами микроскопии петель, со-

зданных SMC-белками, в условиях живой клетки

остается сложной задачей, поскольку хроматин име-

ет довольно большую плотность, а обсуждаемые пет-

ли являются динамическими образованиями. Кроме

того, на контактных картах, предоставляемых ме-

тодиками определения конформации хромосом, кон-

такты, обусловленные петлями, невозможно отли-

чить от доминирующего множества прочих случай-

ных контактов. В этой связи актуальным является

развитие аналитических моделей, которые позволя-

ли бы получать количественные оценки для харак-

теристик процесса выпетливания из эксперименталь-

ных данных микробиологических экспериментов.

Опыт наших предыдущих работ по этой темати-

ке (см. [39, 52]), показывает, что модель идеально-

го гауссового полимера с беспорядком петель дает

качественно верное представление о характере влия-

ния процесса активного выпетливания на статисти-

ку парных контактов для хроматина в условиях ин-

терфазы. Здесь эта модель была использована на-

ми для анализа статистики тройных контактов, ко-

торая может быть собрана посредством ряда разви-

тых в последнее время экспериментальных методов

[25, 40–48].

Полученные результаты подсказывают способ из-

влечения оценки для средней длины петли на основе

экспериментальных данных. А именно, мы обнару-

жили, что логарифмическая производная условной

вероятности парного контакта и отношение условной

вероятности к частной, будучи рассмотренными как

функции от контурных расстояний, являются немо-

нотонными, причем положения экстремумов близки

к средней длине петли.

Помимо этого, наш анализ выявил, что при вы-

полнении определенных условий оказывается спра-

ведливым неравенство pjk|ij(s1, s2) < pjk(s2) меж-

ду условной и частной вероятностями контакта, ко-

торое, как было показано в публикации [53], невоз-

можно, если моделировать хроматин в рамках гаус-

совой модели неоднородных петель (Heterogeneous

Loop Model). Таким образом, полученные результа-

ты показывают, что часто используемые по сообра-

жениям вычислительной простоты гауссовы моде-

ли [54–56] могут быть неспособны уловить некото-

рые интересные особенности статистики контактов

участков хромосом.

Отметим в заключение, что, хотя модель идеаль-

ной цепи с беспорядком редких петель позволяет от-

носительно легко получить качественное представ-

ление касательно влияния активного выпетливания

на конформационную статистику хроматина, для до-

стижения количественного согласия с эксперимен-

тальными данными могут потребоваться более слож-

ные полимерные модели. В частности, было бы ин-

тересно попробовать обобщить представленные од-

нопетлевые вычисления на случай полимерной цепи

с произвольной фрактальной размерностью [57], по-

добно тому как это было сделано в работе [39] для

частной вероятности контакта. Кроме того, отдель-

ного исследования требует вопрос о том, способно ли

однопетлевое приближение уловить особенности ста-

тистики тройных контактов в режиме λ/d & 1.
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