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Рассматривается сверхпроводимость в проводнике с разбавленной системой отрицательных U цен-

тров с сильным электрон-электронным притяжением. Показано, что когда притяжение превышает опре-

деленное пороговое значение, на центрах возникают куперовские пары. При низких температурах бла-

годаря андреевскому рассеянию между центрами возникает глобальное когерентное сверхпроводящее

состояние. Вычислены зависимости температуры сверхпроводящего перехода и второго критического

магнитного поля от величины притяжения.
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Полупроводники AIVBVI при малой концентра-

ции носителей могут иметь относительно большие

значения температуры сверхпроводящего перехода

[1]. Оригинальной особенностью таких систем явля-

ются резонансные центры, возникающие в основной

электронной зоне при легировании и обеспечиваю-

щие пиннинг фермиевского уровня. Отмечено, что

наибольшая температура сверхпроводящего перехо-

да достигается при пиннинге уровня Ферми в режиме

вырождения состояний, отличающихся четным чис-

лом электронов. Это указывает на то, что на та-

ких резонансных центрах может существовать силь-

ное притяжение между электронами [2–4]. Недав-

ние теоретические и экспериментальные исследова-

ния соединений AIVBVI и связи сверхпроводимости

с особенностями легирования проводились в работах

[5–6].

Электронный газ переходит в сверхпроводящее

состояние даже при слабом притяжении между ча-

стицами. Образование электронных пар и их после-

довательная конденсация происходят при одной и

той же температуре. При сильном притяжении энер-

гия связи электронных пар может превышать темпе-

ратуру конденсации [7, 8]. Такому явлению способ-

ствует и узкая электронная зонная структура [9] и

наличие плоских зон [10].

Mодели с локальным примесным притяжением

вблизи области вырождения можно свести к систе-

ме псевдоспинов взаимодействующих обменным об-

разом с электронами проводимости. Сверхпроводи-
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мость здесь соответствует дальнему порядку псевдо-

спинов [11 и ссылки там].

Мы используем преобразование Хаббарда–

Стратоновича в модели отрицательных U центров

для изучения сверхпроводимости как в режиме

слабой, так и сильной связи. В последнем случае

по мере усиления притяжения возникает локальный

порядок с некоррелированными фазами на разных

центрах. Когерентное же состояние возникает из-за

андреевского рассеяния между центрами. Вычисле-

но верхнее критическое магнитное поле. Показано,

что в режиме сильной связи магнитное поле не

приводит к подавлению локального порядка, а

разрушает когерентность между центрами.

1. Основные определения. Гамильтониан си-

стемы с отрицательными U центрами, которые слабо

перекрываются с проводящими состояниями, имеет

вид

H =
∑

p,σ

[ǫ(p)− µ]a+(p, σ)a(p, σ) + Uimp +

+
∑

i,σ

U
[

a+(ri, σ)ai(σ) + a+i (σ)a(ri, σ)
]

+

+
∑

i

[

ER(ni,↓ + ni,↑)−Wni,↓ni,↑

]

. (1)

Здесь a+(p, σ), a(p, σ) – операторы рождения и уни-

чтожения проводящих электронов со спектром ǫ(p),

µ – химический потенциал, а Uimp описывает слу-

чайное рассеяние проводящих электронов. Третий

член гамильтониана (1) описывает слабую гибриди-

зацию между проводящими и резонансным состоя-

ниями. Здесь a+i (σ), ai(σ) – операторы рождения и
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уничтожения электронов в резонансном состоянии

на примеси в точке ri. Последний член в (1) содер-

жит сумму гамильтонианов, описывающих резонанс-

ные узлы. ER – энергия резонанса, измеренная отно-

сительно химического потенциала и W > 0 – энергия

электрон-электронного притяжения на узле. Исполь-

зуем единицы, где ~ = kB = 1.

Функция Грина резонансного узла на мацубаров-

ской частоте ωn = (2n+ 1)πT имеет вид

gi(r, r
′, ωn) =

ψ(r − ri)ψ( r′ − ri)

iωn − ER + iγ signωn
. (2)

Предполагается, что волновая функция ψ(r) ∼
∼ a−3/2 в области размером порядка длины лока-

лизации центра a. Из-за гибридизации с зонными

состояниями уровень уширяется на величину γ =

= π3ν0|U |2, где ν0 – односпиновая плотность прово-

дящих состояний на уровне Ферми.

При малой концентрации резонансных центров

среднее время свободного пробега τ зонных электро-

нов определяется в основном рассеянием на нерезо-

нансных узлах. Функция Грина проводящих элек-

тронов, усредненная по рассеянию на примесях,

определяется выражением [12]

G(r, r′, ωn) =

∫

d3p

(2π)3
exp[ip(r − r′)]

iωn − ǫ(p) + µ+ i signωn/2τ
.

(3)

Режим сильного беспорядка в модели Хаббарда

обсуждался в [13].

Распространение электронной пары между цен-

трами при многократном рассеянии описывается

пропагатором, изображенным на рис. 1. Он находит-

ся из уравнения

(−D∇2 + |ωn − ωm|)C(r, r’, ωn, ωm) =

= Θ(−ωnωm)δ(r − r’), (4)

гдеD – константа диффузии проводящих электронов

за счет рассеяния на примесях.

В магнитном поле в градиентной части надо за-

менить ∇ → ∇− 2e
c iA.

2. Сверхпроводящая неустойчивость при

слабом притяжении. Неустойчивость системы по

отношению к переходу в сверхпроводящее состоя-

ние соответствует расходимости суммы лестничных

диаграмм [12], показанной на рис. 2. Мы учитыва-

ем электрон-электронное взаимодействие только на

резонансных узлах, а распространение электронных

пар между ними описываем пропагатором (4).

Электронная петля Π(i,m) на рис. 2 состоит из

локального и дальнодействующего вкладов.

Рис. 1. Графическое уравнение, описывающее диффу-

зионное распространение куперовских пар. Двойная

линия соответствует функции Грина (3) проводящих

электронов. Пунктир описывает рассеяние на случай-

ном потенциале

Рис. 2. Графическое уравнение для сверхпроводящей

лестницы L(i, k). Одиночные линии соответствуют

функциям Грина резонансных узлов (2). Черный квад-

рат соответствует гибридизации с проводящими состо-

яниями. Зигзагообразные вертикальные линии соот-

ветствуют электрон-электронному взаимодействию W

на отрицательных U центрах. Распространение между

узлами i и m описывается диффузионным пропагато-

ром, показанным на рис. 1

Локальный вклад Π(0) построен на функциях

Грина (2) резонансных узлов.

В дальнодействующем вкладе, соответствующем

последнему слагаемому на рис. 2, можно заменить

суммирование по узлам m 6= i на интегрирование по

координатам центров rk, взвешенным с плотностью

резонансных узлов nR.

Температура сверхпроводящего перехода опреде-

ляется уравнением

1−WΠ(0) =WnR

∫

drΠ(r). (5)

Дисперсионное уравнение на температуру пере-

хода (5) при подстановке функций Грина (2) и про-

пагатора (4) приобретает вид

1−W/Wc =

=
2WnRγ

2

πν0
T
∑

ωn

C(q = 0, ωn,−ωn)
(

(ωn + γ signωn)2 + E2
R

)2 . (6)
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Здесь

W−1
c = T

∑

ωn

1

(ωn + γ signωn)2 + E2
R

. (7)

При T ≪ γ, |ER| критическая величина взаимо-

действия равна Wc = 2|ER|
(

1− 2
π arctan γ

|ER|

)−1

.

Правая часть в уравнении (6) равна

WnR
γ2Λ

π2ν0
ln(E0/T )

с логарифмическим обрезанием пропагатора (4)

E0 ∼ min(γ, |ER|). Параметр

Λ ≡ 1

(E2
R + γ2)2

(8)

соответствует члену [g(ωn)g(−ωn)]
2, взятому в преде-

ле ωn → 0. Он возникает во всех определениях тем-

пературы перехода и критических магнитных полей.

Температура сверхпроводящего перехода из урав-

нения (6) в режиме слабой связи равна

Tc = E0 exp

{

− π2ν0(1 −W/Wc)

γ2ΛWnR

}

. (9)

Режим слабой связи соответствуетW/Wc < 1, ко-

гда дисперсионное уравнение (5) выполняется из-за

дальнодействия Π(r), которое приводит к логариф-

мическому вкладу в (6). При W ≪ Wc выражение

(9) соответствует результату, полученному в [14].

Отметим, что для положительных ER > γ ре-

жим сильной связи W ∼ Wc = 2ER соответству-

ет условию вырождения состояний с числом частиц

0 и 2 [4].

3. Сильное взаимодействие W/Wc ≥ 1. В ре-

жиме сильной связи дисперсионное уравнение (5)

удовлетворяется уже при учете только локального

вклада. Этот режим удобно рассматривать в рам-

ках функционала Гинзбурга–Ландау (Г-Л). Разде-

лим функционал на сумму локальных вкладов от-

дельных резонансных узлов и вкладов, связанных с

взаимодействием между ними.

3.1. Локальная часть функционала Г-Л. Локаль-

ная часть функционала Г-Л задается суммой по

резонансным узлам. После расцепления взаимодей-

ствия на изолированных центрах комплексными по-

лями Хаббарда–Стратоновича ∆i в приближении

седловой точки получаем

Floc =
∑

i

(W−1 −W−1
c )|∆i|2 + b|∆i|4. (10)

В (10) учитывается минимально необходимое чис-

ло степеней |∆i|. Коэффициент b > 0 определяется

выражением

b = T
∑

ωn>0

[

(ωn + γ)2 + E2
R

]−2
. (11)

Wc и b являются функциями T , ER и уширения уров-

ня γ. По величине b−1 ∼W 3
c ∼ max(|ER|3, γ3).

Подчеркнем, что в режиме сильной связи при

W > Wc наличие ненулевого значения ∆ не озна-

чает наличия сверхпроводимости. Чтобы иметь ко-

герентное состояние, необходимо ненулевое значение

корреляционной функции

〈|∆i∆k| exp i(φi − φk)〉 6= 0 (12)

при больших |ri−rk| для далеких центров. Это усло-

вие может быть выполнено при учете нелокальных

вкладов в функционал Г-Л.

3.2. Нелокальная часть функционала Г-Л. Нело-

кальная часть функционала Г-Л определяется ан-

дреевскими отражениями в системе с заданным рас-

пределением ∆i. Связь между ∆i и ∆k дается диа-

граммой, изображенной на рис. 3. Ее вклад в функ-

ционал Г-Л равняется

F (i, k) = −B(i, k)|∆i∆k| cosφik, (13)

где

B(i, k) =
8γ2

πν0
T

∑

ωn>0

∫

dq

(2π)3
exp(iqrik)

2ωn +Dq2
×

× 1

[(ωn + γ)2 + E2
R]

2
. (14)

Рис. 3. Андреевское рассеяние между центрами i и k

Первый множитель в (14) определяет степенную

зависимость от расстояния. Он происходит от пропа-

гатора (4).

Мы не учитываем четверные нелокальные члены.

Не зависящие от фаз члены сводятся к поправкам в

нелинейную часть (10), так как |∆i| = |∆m|.
Члены типа ∆i∆

∗
k|∆j |2 приводят к затуханию

пропагатора (4) в определении (13). При малых кон-

центрациях nR ими можно пренебречь.
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Не учитываются члены, связанные андреевским

отражением между разными узлам, ∆i∆k∆
∗
j∆

∗
m.

При высоких температурах из-за случайных фазо-

вых множителей соответствующие слагаемые малы.

В методе среднего поля они не влияют на темпера-

туру перехода в сверхпроводящее состояние.

3.3. Функционал Г-Л при W ≥ Wc. Выражения

(10) и (13) определяют функционал Г-Л

F =
∑

i

[

1−W/Wc

W
|∆i|2 + b|∆i|4

]

−

− 1

2

∑

i6=k

B(i, k)|∆i∆k| cos(φik). (15)

4. Среднее поле. Вычислим температуру сверх-

проводящего перехода методом среднего поля. За-

меняем на среднее ∆i6=0 → Θ ≡ 〈∆〉. Для i = 0

уравнение среднего поля для комплексной функции

∆ = θ1 + iθ2 имеет вид

Θ ≡ 〈θ1 + iθ2〉 =
∫

dθ1dθ2∆exp(−FMF (Θ)/T )
∫

dθ1dθ2 exp(−FMF (Θ)/T )
, (16)

где

FMF (Θ) =
1−W/Wc

W
|∆|2 + b|∆|4 −Θθ1

∑

k 6=0

B(0, k).

(17)

Уравнение (16) в пределе Θ → 0 приводит к урав-

нению для температуры перехода в когерентное со-

стояние

1 =
〈|∆|2〉
2T

∑

k 6=0

B(0, k), (18)

где множитель 〈|∆|2〉 есть среднее с локальным

функционалом

〈|∆|2〉 =
∫∞

0 dρρ exp
[

−
(

1−W/Wc

W ρ+ bρ2
)

/T
]

∫∞

0
dρ exp

[

−
(

1−W/Wc

W ρ+ bρ2
)

/T
] . (19)

Снова как в (5), можно cуммирование по центрам

заменить интегрированием

∑

k 6=0

B(0, k) =
2γ2ΛnR ln(E0/T )

π2ν0
. (20)

Выражения (18), (19) и (20) позволяют опреде-

лить температуру перехода в когерентное состояние

как в режиме слабой, так и сильной связи.

5. Температура перехода в когерентное со-

стояние. В режиме слабой связи W < Wc при

вычислении корреляционной функции в (18) можно

пренебречь членом b|∆|4. В этом случае из (18), (19)

и (20) мы получаем температуру перехода в пределе

слабой связи (9).

При сильном притяжении W > Wc термодина-

мическое среднее |∆| имеет ненулевое значение. При

(W−Wc)
2/Wc > Tc вкладом флуктуаций в (19) мож-

но пренебречь, так что температура перехода опре-

деляется выражением

Tc(W ) =
(W/Wc − 1)

Wb

nRγ
2Λ

2π2ν0
ln |E0/Tc|. (21)

Заметим, что (21) соответствует пределу, рас-

смотренному в [11 и ссылки там].

В малой окрестности вблизи критического зна-

чения притяжения такой, что Tc > (W − Wc)
2/Wc

можно пренебречь членом ∼ ρ в показатели степе-

ни в (19). В этом случае мы получаем температуру

перехода из (18)

Tc(W ∼Wc) =

[

nRγ
2Λ

π2ν0
√
πb

ln |E0/Tc|
]2

. (22)

Это выражение справедливо как для W < Wc, так и

дляW > Wc. Отнормированная на значение в крити-

ческой точке зависимость температуры перехода от

величины притяжения изображена на рис. 4.

Рис. 4. Зависимость критической температуры от вели-

чины притяжения при ν0Wc/nR ∼ 1

6. Верхнее критическое магнитное поле. В

магнитном поле параметр порядка среднего поля за-

висит от координаты 〈∆i〉 = Θi. Вместо (18) линей-

ное уравнение самосогласования имеет вид

Θi =
β〈|∆|2〉

2T

∑

k 6=i

B(i, k)Θk. (23)

После замены суммирования в уравнении (23) инте-

грированием и разложении параметра порядка в маг-

нитном поле с A(r) вблизи ri
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Θk = Θ(ri) +
r2ik
2

(

d

dri
− 2e

c
iA

)2

Θ(ri) (24)

перед градиентным членом возникает комбинация
∫

drr2B(r) =
DΛγ2

2πν0Tc
. (25)

Для определения верхнего критического магнит-

ного поля Hc2 необходимо выбрать собственное со-

стояние Θ(r) оператора (24) с наибольшим собствен-

ным значением.

В случае слабой связиW < Wc и при температуре

вблизи Tc верхнее критическое поле имеет обычное

для неупорядоченных сверхпроводников выражение.

При сильном притяжении, когда W > Wc и

〈|∆|2〉 ≃ 〈|∆|〉2 =
∣

∣

∣

1−W/Wc

2bW

∣

∣

∣
, критическое поле уве-

личивается на множитель ln |E0/Tc|
D|e|Hc2

c
=

4

π
(Tc − T ) ln |E0/Tc|. (26)

Подчеркнем, что магнитное поле не влияет на ло-

кальное значение ∆i. Скорее, оно уменьшает эффек-

тивные значения джозефсоновской связи между раз-

ными резонансными центрами.

7. Выводы. В данной работе мы исследова-

ли сверхпроводящий переход в разбавленной систе-

ме отрицательных U центров с сильным электрон-

электронным притяжением.

Мы показали, что если притяжение сильнее неко-

торого критического значения Wc, зависящего от

энергии и ширины резонансных уровней, то в систе-

ме возникает некогерентное сверхпроводящее состоя-

ние. Глобальная сверхпроводимость устанавливается

за счет андреевского отражения между резонансным

уровнем при более низкой температуре. Этот режим

напоминает переход из состояния БКШ в жидкость

составных бозе-частиц.

Результаты не меняются при смене знака ER.

Поэтому они справедливы не только для центров с

вырождением по числу электронов при малых |2ER−
−W | ≪ ER, но и для системы узлов с отрицатель-

ными ER при |2ER +W | ≪ |ER|.
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