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Рассмотрены магнитоплазмоны вдоль тонкой металлической или хорошо проводящей полупроводни-
ковой пленки при их движении вдоль внешнего сильного магнитного поля в плоскости пленки, а также
для пленки на диэлектрической подложке. Дисперсионные уравнения для гибридных волн получены
строгим методом и в приближении тонких пленок путем ведения поверхностных проводимостей. Пока-
зана возможность наличия медленных магнитоплазмонов в СВЧ и ТГЧ диапазонах. Рассматриваемые
структуры могут использоваться как замедляющие системы для усилителей бегущей волны, в частно-
сти, ЛБВ.
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Для создания терагерцевых частот (ТГЧ) ЛБВ

необходимы замедляющие системы (ЗС) с микрон-

ными размерами, что требует использования преци-

зионных MEMS технологий типа LIGA [1]. В таких

усилителях бегущей волны перспективны широкие и

тонкие ленточные электронные пучки [1, 2]. Для их

фокусировки используют продольное магнитное по-

ле с индукцией порядка 1 Тл [1, 2]. Оно создается мас-

сивными магнитными системами из редкоземельных

постоянных магнитов [1]. Для увеличения мощности

используют релятивистские приборы, для которых

замедление может варьироваться в пределах от 2

до 5. Такие и существенно больше замедления мож-

но получить для плазмон-поляритонов (ПП), распро-

страняющихся вдоль тонких проводящих металличе-

ских, полупроводниковых, или графеновых пленок

типа двумерного электронного газа (ДЭГ), распо-

ложенных на диэлектрических подложках [3–8]. В

данной работе под термином “металлические” мы по-

нимаем хорошо проводящие пленки ДЭГ, описывае-

мые диэлектрической проницаемостью (ДП) модели

Друде–Лоренца металла, в том числе и выполненные

из легированных хорошо проводящих полупроводни-

ковых материалов. В тонких металлических плен-

ках без использования магнитного поля при комнат-

ной температуре возможны замедления порядка до

10 на частотах ω ∼ 0.1ωp [4] при относительно ма-

лых потерях. Здесь ωp – плазменная частота (ПЧ).

Для хороших металлов ПЧ лежат в ультрафиоле-
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товом (УФ) диапазоне, а в ТГЧ диапазоне это за-

медление чуть больше единицы. Однако использо-

вание сильного магнитного поля может существенно

менять замедление, что до сих пор не рассматрива-

лось и не исследовалось. Имеется работы по магни-

топлазмонам (МП) в проводящих полупроводнико-

вых пленках [3–7]. В [3] рассмотрены поверхностные

МП, распространяющиеся перпендикулярно магнит-

ному полю, что отличается от нашего случая. В

[4–7] рассмотрено возбуждение МП. В [8] рассмотре-

ны блоховские МП в периодических плоскослоистых

структурах. В [9] рассмотрены МП в ферромагнит-

ной пленке (Co), обложенной слоями золота. Строгие

дисперсионные уравнения (ДУ) МП, распространяю-

щихся вдоль магнитного поля, не рассматривались.

Для работы в ТГц диапазоне надо на порядки

снижать ПЧ. Желательно снижать и частоту столк-

новений (ЧС). Переход в ТГц диапазон может быть

достигнут для МП, тем более что сильные фокуси-

рующие продольные магнитные поля в ЗС ЛБВ уже

имеются. Далее рассмотрены возможности перехода,

как для комнатных, так и для криогенных темпе-

ратур. ДЭГ описывается поверхностной плотностью

тока j и предполагает введение поверхностной про-

водимости σ. Для тонкой металлической пленки с

ДП металла εm плотность тока поляризации Jp =

= iωε0(εm−1)Eτ , где Eτ – касательное к пленки элек-

трическое поле. В пленке с толщиной t в несколь-

ко нм можно считать поле Eτ постоянным, поэто-

му она описывается поверхностной проводимостью

σ(ω) = iωε0(εm − 1)t, εm(ω) = εL − ω2
p/(ω

2 − iωωco),
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ω2
p = Nee

2/(meε0). Величина Ns = Net определяет

число носителей заряда на единицу поверхности, а

выражение для поверхностной проводимости мож-

но записать в форме Друде σ(ω) = σL + σ0s/(1 +

+ iω/ωco), где σL(ω) = iωε0(εL − 1)t – поверхност-

ная проводимость, связанная с дисперсией Лоренца

ДП εL, σ0s = ε0e
2Ns/ωco – поверхностная проводи-

мость на нулевой частоте. Приближение имеет ме-

сто при k0t|
√
εm| ≪ 1 и относится также к тонким

диэлектрическим пленкам, в которых проводимость

определяется током поляризации. Формально пере-

ход к диэлектрическому случаю соответствует взя-

тию Ns = 0. Переход от диэлектрика (t ≫ LD) к

металлу (t ≪ LD) определяется соотношением меж-

ду толщиной и длиной экранирования Дебая LD =

=
√

ε0εkBT/(Nee2). В ТГц диапазоне хорошим мате-

риалом для ДЭГ может служить монослой графена

или n-слойный графен (α-графит). В таких структу-

рах возможно усиление ПП ленточными электрон-

ными пучками, а также в случае оптически накачан-

ного графена усиление (или компенсация потерь) за

счет активного оптически накачанного графенового

листа [10, 11]. В данной работе получены новые ДУ

для МП, распространяющихся вдоль магнитного по-

ля, и показана возможность получения замедленных

МП, что может быть важно для ТГЧ электроники.

Мы рассматриваем тонкий металлический или

полупроводниковый слой (пленку) ДЭГ как ЗС. Рас-

полагаем ось x перпендикулярно поверхности плен-

ки. Координаты в пленке ρ = y0y+ z0Z, а в двумер-

ном k-пространстве k = y0ky + z0kz. Зависимость от

k означает пространственную дисперсию (ПД). При

ky = 0 ПД означает зависимость только от замедле-

ния n = nz = kz/k0. Структура не ограниченна по y

и z, поэтому зависимость волн exp(iωτ − ikρ− ikxx).

Как частный случай будем рассматривать ПП вдоль

полупространства. Без магнитного поля металл в мо-

дели Друде–Лоренца описывается скалярной диэлек-

трической проницаемостью (ДП) εm = εL−ω2
p/(ω

2−
iωωco, как и диэлектрик. Формально переход к ди-

электрику осуществляется при ωp = 0 (отсутствие

свободных зарядов). Поэтому далее ДП пленки бу-

дем обозначать εm = ε, а ДП диэлектрической под-

ложки как εd. Вводим нормированные (на импеданс

η0 =
√

µ0/ε0 = 376.73Ом) волновые импедансы ρe =

= y−1
e = kz/(k0ε), ρh = y−1

h = k0µ/kz E-волн и Н-волн

вдоль оси x (нормали). Здесь µ – магнитная прони-

цаемость изотропной среды. Тогда kx =
√

k20εµ− k2,

k2 = k2 = k2y + k2z . При падении E-волны из вакуу-

ма структура на границе имеет входную нормирован-

ную проводимость Yin = ye. При скалярной σ имеем

условие возникновения E-ПП ye + σ = −y0e. Здесь

y0e = k0/k0x = k0/
√

k20 − k2 – проводимости E-волны

в вакууме. Для E-ПП вдоль границы диэлектриче-

ского полупространства сразу следует явное диспер-

сионное уравнение (ДУ) Ценнека kz = k0
√

ε/(ε+ 1),

а для проводящей пленки в среде с ДП εd имеем ДУ

2ye + σ = 0 или kz = k0
√

εd − (2εd − (2εd/σ)2. Для

H-ПП получаем ДУ kz = k0
√

εd − (σ/2)2. Для E-

ПП вдоль поверхности магнитодиэлектрического по-

лупространства явное ДУ Ценнека приобретает вид

kz = k0
√

ε(ε− µ)/(ε2 − 1), а для H-ПП соответствен-

но kz = k0
√

µ(µ− ε)/(ε2 − 1). Вдоль диэлектриче-

ского полупространства этот ПП не существует. ДУ

для слоя конечной толщины приведены в [12]. Они

неявные. Эти ДУ получены при отсутствии внешнего

магнитного поля. В случае проводящей пленки оно

усложняет ДУ.

Тонкие металлические (проводящие) пленки ДЭГ

во внешнем магнитном поле приближенно мож-

но описать моделями электрической поверхностной

проводимости. При этом такие проводимости уже

тензорные, а структуры невзаимные и гиротропные.

Строгие ДУ для можно построить на основе мето-

да объемных интегральных уравнений [13], или пу-

тем использования коммерческих пакетов программ

электродинамического моделирования. Это неудоб-

но для моделирования дисперсии. В области боль-

ших замедлений для ферритовых пленок использу-

ют магнитостатическое приближение. Электростати-

ческое приближение возможно, но для сильно замед-

ленных МП, что реально может не выполняться.

Получим сначала строгие ДУ для тонкой пленки,

а затем приближенные ДУ на основе модели двумер-

ной проводимости, включая и пленку на подложке.

Рассмотрим тонкую проводящую пленку во внешнем

постоянном магнитном поле H = H0zz0. Используем

плазменную модель ДП металла

εxx(ω) = εyy = εx = εL −
ω2
p

ω2 − ω2
H − iωωco

,

εxy(ω) = −εyx =
−iω2

pωH

ω(ω2 − ω2
H − iωωco)

= −ib, (1)

εzz(ω) = ε(ω) = εL −
ω2
p

ω2 − iωωco
.

Здесь ω2
p = Nee

2/(ε0me) – ПЧ, ωH = µ0H0ze/me –

циклотронная частота, ωco – ЧС, εL – терм Лорен-

ца. Вплоть до оптических частот он почти посто-

янный и действительный. Для серебра можно взять

εL = 9.3, ωp = 1.57 · 1016 Гц. При температуре 300 K

для серебра ωco = 3.56 · 1013 Гц. Эти значения по-

лучены с учетом концентрации электронов, экспе-
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риментального значения проводимости на постоян-

ном токе и экспериментального значения частоты

перехода реальной части ДП через нуль. Для меди

εL = 13.09, ωp = 1.65 · 1016 Гц, ωc = 4.23 · 1013 Гц.

Для металлов ЧС обратна пропорциональна темпе-

ратуре, а концентрация Ne и ПЧ практически от

нее не зависят. При температуре порядка 1 K можно

взять ωco ≈ 1011. Для полупроводников используем

связь концентрации с температурой и шириной за-

прещенной зоны. Для ДЭГ в виде пленки InSb или

легированного n-InSb имеем εL = 17.0, для n-GaAs

(легированного кремнием) εL = 14.0. ПЧ тогда при

комнатной температуре попадает в ИК диапазон, а

при криогенных температурах сильно снижается, но

может существенно быть повышена путем легирова-

ния. ЧС можно сдвинуть в СВЧ диапазон, используя

жидкий азот. Для проводимости имеем σxx = σyy =

= ξxxη
−1
0 = ik0tη

−1
0 (εx − 1), σxy = −σyx = k0tη

−1
0 b,

σxz = σzx = σyz = σzy = 0, σzz = ik0tη0(ε − 1). Если

магнитное поле нормально к пленке, т.е. H = H0xx0,

то следует везде заменить x ↔ z, т.е. взять σxx =

= ik0tη
−1
0 (ε−1), σxy = σyx = 0, σxz = −σzx = k0tη

−1
0 b,

σzz = k0tη
−1
0 ω2

pωH/(ω
3 − ω2

Hω − iω2ωco). Заметим,

что в этом случае при z → −z компонента σxz из-

меняет знак, т.е. имеет место невзаимность. Будем

искать ПП с зависимостями от поперечной координа-

ты exp(−ikmxx), причем в области вакуума (m = 0)

брать k0x =
√

k20 − k2z , в области пленки (m = 1)

k1x = kx, в области диэлектрической подложки или

полупространства (m = 2) k2x =
√

k20εd − k2z . Рас-

сматриваем бесконечные по осям y и z структуры

рис. 1 (вставка) и полагаем ky = 0, т.е. независимость

от координаты y. Уравнения Максвелла принимают

вид

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
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
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
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


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
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


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


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




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Для удобства введено нормированное магнитное по-

ле h = η0H с размерностью электрического поля

В/м. Везде опушен общий множитель exp(iωτ−ikzz)
для компонент полей (время τ далее нигде не фигу-

рирует). Подставляя (3) в (2), получаем






k20εx − k2z −ibk20 −kxkz
ibk20 k20εx − k2x − k2z 0

−kxkz 0 k20ε− k2x






×

Рис. 1. (Цветной онлайн) Дисперсия МП (частота ω в
ТГц в зависимости от замедления n′

= k′

z/k0) в сереб-
ряной пленке при разных толщинах (нм) и температу-
рах (K): кривая 1 – t = 10, T = 2; 2 – t = 10, T = 10;
3 – t = 10, T = 77; 4 – t = 5, T = 2; 5 – t = 5, T = 10;
6 – t = 5, T = 77; 7 – t = 10, T = 2; 8 – t = 10, T = 10;
9 – t = 10, T = 77, ωH = 1.76ТГц

×







Ex

Ey

Ez






= 0. (4)

Равенство нулю определителя в (4) приводит к дис-

персионному уравнению Френеля (УФ)

(k20εxε−k2zε−k2xε)(k20εx−k2z−k2x)−b2k20(k20ε−k2x) = 0.

(5)

Это биквадратное уравнение как относительно kz,

так и относительно kx:

k(x,z)± = B(x,z) ±
√

B2
(x,z) − C(x,z). (6)

Здесь обозначено:Bx = [k20(ε
2
τ/εx+ε)−k2z(1+ε/εx)]/2,

Bz = k20(ε + εx)/2 − k2x(1 + εx/ε)/2, Cx = k4zε/εx −
−2k20εk

2
z+k

4
0ε

2
τ (ε/εx), Cz = (k20ε−k2x)(k20ε2τ/ε−k2xεx/ε),

ε2τ = ε2x − b2. Также имеем Bx = [(k20εx − k2z)(1 +

+ ε/εx)− b2k20/εx]/2, Cx = (k20εx − k2z − b)(k20εx − k2z +

+ b)ε/εx. Мы ставим индексы ± в соответствие со

знаками перед корнем в (6). Тогда получаем k(x,z)± =

= ±
√

B(x,z) ±
√

B2
(x,z) − C(x,z). Знаки берутся неза-

висимо, т.е. имеем четыре корня. Пусть ветвь корня

для kx± = k′x± − ik′′x± выбрана так, что знак “+” пе-

ред внешнем корнем соответствует прямой (падаю-

щей), а знак “−” определяет противоположную (от-

раженную) волну вдоль оси x. Можно по-разному
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выбирать прямую волну: по направлению движения

фазы: Re(kx+) > 0, или по направлению движения

энергии: Im(kx+) < 0. В данном случае используем

первый вариант. Далее величина kz = k′z− ik′′z подле-

жит определению (в формулах считается заданной),

причем при определении берем Re(kz) = k′z > 0. Тем

самым за положительное направление рассматрива-

ем движение фазы в направлении оси z. При задан-

ном kz имеем четыре значения kx. При k′′x+ > 0 вол-

на exp(−ik′x+x − k′′x+x) затухает вдоль x, а проти-

воположная волна с −kx+ возрастает. Такая волна

прямая: ей соответствует условие k′zk
′′
z > 0 (затуха-

ние вдоль движения фазы). В обратной волне имеем

условие k′zk
′′
z < 0, т.е. движение затухания (энергии)

противоположно движению фазы [12]. В бесконечной

среде можно взять kx = 0, и тогда k2z± = k20(εx ± b).

Это говорит о том, что в пренебрежении диссипа-

цией в области частот, где εx ± b ≫ 1 имеется силь-

но замедленная плоская циркулярно поляризованная

волна. В области частот, где 0 ≤ εx ± b < 1, эта

волна быстрая, а в области частот, где εx ± b < 0,

волна затухающая. Полагая ωco = 0, найдем обла-

сти, где εx, ε, b, ε
2
τ , ε

2
τ/ε и ετ2/εx положительные.

Для εx > 0 это 0 < 0 < ωH и ω >
√

ω2
H + ω2

p/εL.

Для ε > 0 это ω > ωp/
√
εL. Для b > 0 это ω > ωH .

Для ε2τ > 0 граница области определяется уравнени-

ем третьей степени ω3 − ω(ω2
H + ω2

p/εL) = ω2
pωH/εL

. Оно имеет корень ω = ωH , поэтому ω > ωH . Для

ε2τ/ε > 0 это ω < ωH и ω > ωp/
√
εL. Для ε2τ/εx это

ω >
√

ω2
H + ω2

p/εL. Сильная диссипация существен-

но изменяет такие границы для реальных частей ука-

занных величин. Под сильной диссипацией понимаем

ЧС ωc ∼ ωH и более. Для хороших металлов при ком-

натной температуре диссипация сильная: ωc ≫ ωH .

Тогда около резонанса (ωH − ω)2 ≪ ωωc ≈ ωHωc,

и имеем ε ≈ εx ≈ −iω2
p/(ωωc), т.е. ε/εx ∼ 1. Как

будет показано выше (рис. 1), в этом случае при

ω ≈ ωH возможна медленная поверхностная волна с

k2x ≈ −k2z < 0. При слабой диссипации ωco ≪ ωH име-

ем ε/εx ∼ 1−ω+H2/ω2. В случае ω < ωH возможен

объемный МП с k2x ≈ −k2zε/εx > 0. Под объемным

понимаем колебания полей в объеме пленки. При

ω > ωH этот МП становится поверхностным, т.е. за-

тухающим вглубь пленки. На резонансе МП сильно

диссипативный.

Цель работы показать, что для проводящего слоя

или пленки конечной толщины t порядка несколь-

ких нм в СВЧ и ТГЧ диапазонах возможны мед-

ленные МП. В СВЧ области ω ∼ 1010 для метал-

лов имеем ε/i ≈2
p /(ωωco) ∼ 109. Пусть диссипа-

ция слабая: ωH ≫ ωco. Для индукции 1 Тл име-

ем ωH = 0.176ТГц. Поэтому для снижения ωco на

два и более порядка необходимы криогенные тем-

пературы или весьма большие индукции. Получить

индукции более 2 Тл на редкоземельных магнитах

проблематично из-за насыщения. Лабораторно по-

лучены постоянные индукции порядка десятков (до

45)Тл. Однако это сложные магнитные системы. По-

этому единственный путь для ТГЦ электроники –

снижать ЧС. Для In-Sb при температуре жидкого

азота ее можно снизить до нескольких ГГц. Для ме-

таллов для снижения ωco на два порядка требует-

ся жидкий гелий. Представляет интерес использова-

ние сверхпроводящих металлических пленок ДЭГ. В

ТГЧ диапазоне энергия кванта ~ω ∼ 10−2 эВ, и энер-

гия связи куперовских пар в таких пленках долж-

на быть существенно выше. Соответственно необхо-

димо определять высокочастотный импеданс пленки

ДЭГ на подложке. Интересен случай ωH ∼ ωp, реали-

зуемый для полупроводниковых материалов, напри-

мер, в InSb или n-InSb. Концентрация носителей при

T = 300K в недопированном InSb N = 2 · 1022 м−3,

что при Bz = 1Тл и эффективной массе электронов

0.013me соответствует ωP = 7TГц и ωH = 13.5TГц.

Для InSb ширина запрещенной зоны 0.172 эВ, коэф-

фициент температурного изменения ширины запре-

щенной зоны −2.8 · 10−4 эВ/К, зависимость подвиж-

ности от температуры µ ∼ T−3/2. При собственной

удельной проводимости 3 · 104 См/м при T = 300K

и 3 · 102 См/м при T = 77 4K [14] получаем оценки:

ωco = 1.4 · 1010 Гц при T = 300 и при при T = 77K

концентрацию N = 1.5 · 1020, ПЧ ωP = 0.6TГц и

ЧС ωc = 0.106ГГц. Легируя n-InSb до концентраций

N = 2 · 1023, имеем ωP = 22TГц и ωc = 3.9ГГц.

Таким образом, использование жидкого азота и до-

пирование позволяет снизить ЧС в СВЧ диапазон,

при этом получить ПЧ и циклотронную частоту в

ТГЧ диапазоне. Отметим, что проводимость силь-

но легированного n-InSb слабо зависит от темпера-

туры. Для нелегированного GaAs с концентрацией

носителей заряда 5 · 1021 м−3 и эффективной массой

электронов 0.067me получаем ωP = 1.5 · 1013 Гц при

T = 300K. Аналогично можно использовать пленки

ДЭГ из других полупроводников или полуметаллов,

например, из германия и теллура. При концентра-

ции носителей 4.0 · 1019 м−3 в собственном германии

при T = 300K и эффективных массах электронов

0.55me и дырок 0.388me получаем весьма низкую ПЧ

ωP = 5 · 106 Гц, для продвижения которой в ТГЦ

диапазон концентрацию надо повышать на несколь-

ко порядков. Для теллура при T = 77K концентра-

ция дырок имеет порядок 1019 м−3, и имеем такой
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же порядок ПЧ, как и для германия, но при суще-

ственно меньшей ЧС. Для бесщелевого теллурида

ртути HgTe при T = 4.2К концентрация электронов

1021 м−3 при эффективной массе 0.013me и подвиж-

ности 108 см2/(В·с) [15], что приводит к ωP = 2.6·1013
и весьма малой ЧС 3.74·106 Гц. Таким образом, мож-

но создать пленку ДЭГ, описываемую ДП металла с

ПЧ и циклотронной частотой в ТГЦ диапазоне, а

ЧС, лежащей существенно ниже: в СВЧ диапазоне

или даже в мегагерцовой области.

Рассмотрим ДУ для конечных по оси x струк-

тур. Пусть ищется значение kz . Фиксируя его, из УФ

определяем два значения k2x±. Определение kz осу-

ществляется путем его приближенного задания с по-

следующим уточнением итерациями на основе полу-

ченного ДУ. Поэтому из четырех значений ±kx± все-

гда можно определить два: kx+ и kx−, например, со-

ответствующие переносу энергии вдоль оси x. С тем

же успехом можно выбрать ветвь корня из условия

Re(kx), т.е. из условия движения фазы. В вакууме бу-

дем рассматривать E-волны и H-волны вдоль оси x.

Внутри пленки волны гибридные. Вводим обозначе-

ния nx = kx/k0, nz = kz/k0. Обозначая ε2τ = (ε2x−b2),
из уравнений (2) выражаем электрические компонен-

ты через магнитные и магнитные через электриче-

ские:






Ex

Ey

Ez






=

1

ε2τ







εx ib 0

−ib εx 0

0 0 ε2τ/ε













nzhy

nxhz − nzhx

−nxhy






,

(7)







hx

hy

hz






=







0 −nz 0

nz 0 −nx

0 nx 0













Ex

Ey

Ez






=

=







−nzEy

nzEx − nxEz

nxEy






. (8)

Матрица в (7) обратная матрице слева в форму-

ле (2). Подставляя первое уравнение во второе, по-

лучаем (ε2τ − n2
zεx)hx − ibn2

zhy + nznxεxhz = 0,

ibn2
zhx + (ε2τ − nzεxnz − n2

xε
2
τ/ε)hy − ibnznxhz = 0,

nznxεxhx+(ε2τ−nxnxεx)hz+ibnxnzhy = 0. Определи-

тель этой системы должен обращаться в нуль, отку-

да следует другой вид того же самого УФ. Выразим

из первых двух уравнений продольные (касательные

к пленке) компоненты через поперечную компонен-

ту hy:

hy = βyhx = − ibε2τ
ε2τεx(1− n2

x/ε)− n2
zεxεz + b2n2

z

hx,

hz = βzhx =

=
b2n4

z − (ε2τ − n2
zεx)(ε

2
τ − n2

zεx − n2
xε

2
τ/ε)

b2n2
znznx + nznxεx(ε2τ − n2

zεx − n2
xε

2
τ/ε)

hx.

Подставляя их в последнее уравнение, получим УФ

(nxnz)
2εx + (ε2τ − nxnxεx)×

× b2n4
z − (ε2τ − n2

zεx)(ε
2
τ − n2

zεx − n2
xε

2
τ/ε)

b2n2
z + εx(ε2τ − n2

zεx − n2
xε

2
τ/ε)

=

=
b2ε2τ (nxnz)

2

εx(ε2τ − n2
zεx − n2

xε
2
τ/ε) + b2n2

z

.

Подставляя теперь (8) в (7), получим уравнения

(ε2τ − εxn
2
z)(Ex − ib(n2

x + n2
z)Ey + εxnxnzEz = 0,

ibn2
zEx+(ε2τ−εx(n2

x+n
2
z))Ey−ibnxnzEz = 0, nxnzEx+

(ε − n2
x)Ez = 0, и УФ вида (ε2τ − εx(n

2
x + n2

z))[ε
2
τ −

n2
xε

2
τ/ε − nzεx] − b2n2

z(n
2
x + n2

z) = 0 . Мы получили

разные виды одного и того же УФ. Из полученной

системы уравнений следует

Ey = αyEx =
ibε2τ

b2(n2
x + n2

z) + εx(ε2τ − εx(n2
x + n2

z))
Ex,

(9)

Ez = αzEx = (10)

= − (ε2τ − εxn
2
z)(ε

2
τ − εx(n

2
x + n2

z))− b2(n2
x + n2

z)n
2
z

εxnxnz(ε2τ − εx(n2
x + n2

z)) + b2(n2
x + n2

z)nxnz
Ex.

т.е. электрические касательные компоненты выраже-

ны через поперечную компоненту Ex. Теперь для ка-

сательных в плоскости пленки компонент полей из

(7) и (8) имеем Ey = [εx(nxhz − nzhx) − ibnzhy]/ε
2
τ ,

Ez = −nxhy/ε, hy = nzEx − nxEz = nzεEx/(ε − n2
x),

hz = nxEy. Подставляя магнитные компоненты в

электрические компоненты и наоборот, получим

Ey = −nz
εx(ε− n2

x)hx + ibnzεEx

(ε2τ − εxn2
x)(ε− n2

x)
, (11)

Ez =
nxnz

n2
x − ε

Ex = αzxEx, (12)

hy =
nzε

ε− n2
x

Ex = yezEx, (13)

hz = −nxnzεx(ε− n2
x)hx + ibnxn

2
zεEx

(ε2τ − nxnxεx)(ε− n2
x)

. (14)

Осталось два неиспользованных уравнения Максвел-

ла системы (7), (8): ε2τEx = εxnzhy + ib(nxhz − nzhx)

и hx = −nzEy. Подставляя в них поперечные компо-

ненты, имеем

Ex = − ibnz(ε− n2
x)ε

2
τ

(ε2τ (ε− n2
x)− n2

zεxε)(ε
2
τ − n2

xε)− b2n2
xn

2
zε
hx,
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hx =
ibn3

zε

(ε2τ − εxn2
x)(ε− n2

x)− n2
zεx(ε− n2

x)
Ex.

Эти уравнения говорят о том, что моды гибридные,

и полагать отдельно Ex = 0 или hx = 0 нельзя. Связь

исчезает при снятии магнитного поля (εx = ε, b = 0).

Подставляя второе уравнение в первое, имеем еще

один вид УФ. Пусть волна весьма медленная, т.е.

|kz | ≫ k0. Используя первый полученный вид УФ,

пренебрегая в нем k0 по сравнения с kz = 0, т.е.

полагая k0 = 0 (электростатическое приближение),

получим k2x ≈ k2z [−(εx + ε) ± (εx − ε)]/(2εx) и два

приближенных корня: k2x1 ≈ −k2zε/εx и k2x2 ≈ −k2z .
Пусть потери весьма малы: ω ≫ ωco. Тогда мож-

но считать ε большой по модулю и отрицательной.

Вблизи резонанса величина εx также большая поло-

жительная при ω < ωH и отрицательная при ω > ωH .

В первом случае для медленной слабо диссипатив-

ной волны k2x1 > 0, т.е. волна объемная (в пленке

имеются вариации полей, описываемые тригономет-

рическими функциями). Во-втором случае волна по-

верхностная: поля внутрь пленки экспоненциально

затухают. Для корня k2x2 ≈ −k2z волна всегда по-

верхностная. Уравнение (11) можно записать в виде

Ey = −ρhzhx + αyxEx, где ρhz = nzεx/(ε
2
τ − εxn

2
x),

αyx = −ibn2
zεx/[(ε

2
τ − εxn

2
x)(ε− n2

x)]. Аналогично для

уравнения (14) имеем hz = βzxhx − yhyEx, где βzx =

−nxnzεx/(ε
2
τ−n2

xεx), yhy = ibnxε/[(ε
2
τ−n2

xεx)(ε−n2
x)].

Здесь введены нормированные волновые сопротивле-

ния и проводимости (обратные им величины) отно-

сительно отдельных осей, которые обозначены соот-

ветствующими индексами. Введем также сопротив-

ления ρhx = 1/n и ρex = −Ez/hy = nx/ε. При сня-

тии магнитного поля ρhx = Ey/hz. В вакууме со-

ответствующие величины будем обозначать ρ0h =

1/
√
1− n2 и ρ0e =

√

1− n2
z . При снятии магнитного

поля также αyx = yhy = 0, βzx = −nxnz/(ε− n2
x). Те-

перь касательные поля внутри пленки можно пред-

ставить в виде

Ex(x) = E+
1 exp(−ikxmx) + E−

1 exp(ikxmx),

hx(x) = h+z exp(−ikxmx)− h−1 exp(ikxmx),

Ey(x) = (αyxE
+
1 − ρhzh

+
1 ) exp(−ikxmx) +

+ (αyxE
−

1 + ρhzh
−

1 ) exp(ikxmx), (15)

Ez(x) = αzxE
+
1 exp(−ikxmx)− αzxE

+
1 exp(ikxmx),

hy(x) = yezE
+
1 exp(−ikxmx) + yezE

+
1 exp(ikxmx),

hz(x) = (βzxh
+
1 − yhyE

+
1 ) exp(−ikxmx) +

+ (βzxh
−

1 − yhyE
−

1 ) exp(ikxmx).

Здесь m = 1, 2, и все коэффициенты зависят от

kxm (соответственно, от nxm), причем αzx(−kxm) =

−αzx(kxm), βzx(−kxm) = −βzx(kxm), а все осталь-

ные зависят квадратично, т.е. не меняют знак для

волн противоположного направления. Поскольку h –

псевдо-вектор, мы изменили знак у h−1 , хотя это не

принципиально. В вакууме при z > 0 рассмотрим

E-волны и H-волны вдоль оси x, при этом только

уходящие от структуры. В вакууме при −t < z так-

же рассмотрим только волны, уходящие от структу-

ры. Это соответствует концепции излучения вытека-

ющей волны. С таким же успехом можно взять толь-

ко сходящиеся (втекающие) волны [10]. Эквивалент-

ный способ задания волн – рассматривать затухание

от структуры в случае медленной волны. Это обыч-

но используют, когда kz > k0 и действительное, что

у нас не имеет места. Итак, в вакууме при x > 0

Ey(x) = E+
0y exp(−ik0xx),

hz(x) = y0hE
+
0y exp(−ik0xx),

Ez(x) = E+
0z exp(−ik0xx), (16)

hy(x) = −y0eE+
0z exp(−ik0xx).

Здесь k0x =
√

k20 − k2z , y0e = k0/k0x = 1/n0x, y0h =

k0x/k0 = n0x =
√

1− n2
z. В области −t < z у

exp(−ik0xx) амплитуд вместо нулевого индекса бу-

дем писать индекс 2 и поменяем плюс на минус, на-

пример, E+
0y → E−

2y. В формулах (16) теперь следует

заменить на exp(ik0x(x + t)) и взять проводимости

с отрицательным знаком, поскольку они изменяют

знак при изменении знака у k0x. Для первой грани-

цы имеем уравнения αyxE
+
1 −ρhzh+1 aαyxE

−

1 +ρhzh
−

1 =

E+
0y, αzxE

+
1 − αzxE

−

1 = E+
0z, yezE

+
1 yezE

−

1 = −y0eE+
0z,

βzxh
+
1 − yhyE

+
1 + βzxh

−

1 − yhyE
−

1 = y0hE
+
0y . Из вто-

рого и третьего уравнений получаем E+
1 = E+

0z =

E+
0z(1/αzx−y0e/yez)/2,E−

1 = −E+
0z(1/αzx+y0e/yez)/2.

Подставляя в два других, получаем два уравнения,

из которых находим h+1 = (ρhza2 − βzxa1)/(2βzxρhz),

h−1 = (ρhza2 + βzxa1)/(2βzxρhz). Здесь

a1 = −ρhzh+1 + ρhzh
−

1 = E+
0y + E+

0zαyx(y0e/yez),

a2 = βzxh
+
1 + βzxh

−

1 = y0hE
+
0y − E+

0zyhy(y0e/yez).

Для второй границы Ey(−t) = E−

2y, hz(−t) =

−y0hE−

2y, Ez(−t) = E−

2z , hy(−t) = y0eE
−

2z . Сшивая

с полями (15), получаем коэффициенты разложе-

ний E+
1 = (yez + y0eαzx) exp(−ikxmt)E−

2z/(2yezαzx),

E−

1 = (y0eαzx − yez) exp(ikxmt)E
−

2z/(2yezαzx), а

также h+1 (ρhza4 − βzxa3) exp(−ikxmt)/(2βzxρhz),
h−1 = (ρhza4 + βzxa3) exp(ikxmt)/(2βzxρhz).

Здесь обозначены коэффициенты a3 =

Письма в ЖЭТФ том 119 вып. 3 – 4 2024



Металлическая пленка на подложке в магнитном поле. . . 193

E−

2y − αyxE
+
1 (ikxmt) − αyxE

−

1 exp(−ikxmt), a4 =

−y0hE−

2y + yhyE
+
1 exp(ikxmt) + yhyE

−

1 exp(−ikxmt).
Теперь, приравнивая полученные двумя способами

коэффициенты, имеем уравнения

(yez −αzxy0e)E
+
0z − (yez +y0eαzx) exp(−ikxmt)E−

2z = 0,

(yez + αzxy0e)E
+
0z + (y0eαzx − yez) exp(ikxmt)E

−

2z = 0,

ρhza2 − βzxa1 = (ρhza4 − βzxa3) exp(−ikxmt),
ρhza2 + βzxa1 = (ρhza4 − βzxa3) exp(ikxmt).

Запишем эту систему уравнений в виде a11E
+
0z +

a12E
−

2z = 0, a21E
+
0z + a22E

−

2z = 0, a31E
+
0z + a32E

−

2z +

a33E
+
0y + a34E

−

2y = 0, a41E
+
0z + a42E

−

2z + a43E
+
0y +

a34E
−

2y = 0, где a11 = yezαzx − y0eαzx, a12 = −(yez +

y0eαzx) exp(−ikxmt), a21 = yezαzx + y0eαzx, a22 =

−(y0eαzx − yez) exp(ikxmt). Приравнивая определи-

тель нулю, получаем два ДУ: D1(k0, kz) = a11a22 −
a12a21 = 0 и D2(k0, kz) = a33a44 − a34a43 = 0. Первое

принимает вид

yez − αzxy0e
yez + y0eαzx

= ±ψ = ± exp(−ikxmt). (17)

При снятии магнитного поля оно суть ДУ E-ПП

с электрической и магнитной стенками в центре

пленки [12]. Рассмотрим второе ДУ. В нем a33 =

ρhzy0h, a34 = (ρhzy0h exp(−ikxmt) + βzx exp(−ikxmt)),
a43(ρhzy0h), a44(ρhzy0h exp(ikxmt) − βzx exp(ikxmt)),

поэтому

ρhzy0h − βzx
ρhzy0h + βzx

= exp(−2ikxmt). (18)

Остальные коэффициенты не важны, и мы их не

приводим. Для толстой пленки с диссипацией экспо-

ненты обращаются в нуль, и из (17) следует yez −
αzxy0e = 0, а из (18) получаем ρhzy0h − βzx = 0.

Первое уравнение есть уравнение E-ПП вдоль ме-

таллической плоскости. При снятии магнитного поля

первое уравнение дает дисперсию ПП Ценнека nz =
√

ε/(ε+ 1). Здесь мы не рассматриваем противопо-

ложные волны, т.е. берем один знак у корня. Второе

уравнение дает дисперсию H-МП вдоль намагничен-

ной металлической плоскости. При снятии магнит-

ного поля такой МП не существует. Для решения

(18) запишем его в виде ρhzy0h = −i cot(kxmt)βzx,

или
√

1− n2
z = inx cot(kxmt). Возводя в квадрат и

извлекая корень, получаем формулу для итераций

nz =
√

1 + n2
xm cot2(k0tnxm). Также берем один знак.

При возведении в квадрат возможны лишние кор-

ни. Для больших замедлений nz ≈ nxm cot(k0tnxm).

Предположим, что ПП поверхностный, медленный

и слабо диссипативный: m = 1 при ω > ωH , или

m = 2. Тогда величина nm должна быть большой

мнимой, т.е. nxm ≈ −i|nxm| ≈ −i|w|nz – в первом слу-

чае, и nxm ≈ −inz – во втором. Здесь w =
√

−ε/εx.
Имеем результаты: coth(k0t|w|nz) ≈ 1/|w| – для пер-

вого случая и coth(k0tnz) ≈ 1 или nz ≫ 1/(k0t) –

для второго. Рассматривая первый случай, получа-

ем nz = ln((1 + |w|)/(1− |w|))/(2k0t|w|). При |w| ≪ 1

также будет nz = 1/(k0t). При |w| = 1− δ с малым δ

замедление также большое: nz ≈ ln(2/δ)/(2k0t) ≫ 1.

Замедление уменьшается с ростом частоты, т.е. эти

ПП обратные. Пусть ω < ωH . Предположим, что МП

объемный, медленный и слабо диссипативный:m = 1

и w =
√

−ε/εx – действительный параметр. Тогда

nx1 ≈ wnz , w > 0, и nz ≈
√

1 + w2n2
z cot

2(k0twn), т.е.

имеем приближенное решение nz ≈ (arctan(1/w) +

kπ)/(k0tw). В нем k = 0, 1, 2 определяют диспер-

сионные ветви. Эти МП также обратные и анало-

гичны объемным магнитостатическим волнам (ОМ-

СВ). В пленке феррита ОМСВ распространяются

при ω > ωH . Это связано с тем, что в рассматри-

ваемых диапазонах в пленке феррита ε > 1, µxx < 0,

тогда как в нашем случае µ = 1, εxx > 0, ε = εzz < 0.

ДУ (17) представим в виде nz =
√

1 + (nxm tans(nxmk0t/2)/ε)2, s = ±1. В случае

медленной поверхностной волны nx2 ≈ −inz,

получаем nz ≈
√

1 + (nz tanh
s(k0tnz/2)/ε)2 или

tanh(k0tnz/2) ≈ −ε−1 (знак минус у ε взят, по-

скольку Re(ε) < 0, а минус у степени, поскольку

гиперболический тангенс в отсутствии диссипа-

ции не превосходит 1). На низких частотах из

tanh(k0tnz/2) = −ε−1 следует nz = −2/(εk0t). При

слабой диссипации ε ≈ −ω2
p/ω

2, и nz = 2ωc/(ω2
pt),

т.е. имеем решение в виде прямого ПП. Однако

для получения существенного замедления толщина

t должна быть весьма малой. Реально c/t ∼ ωp, и

при ω ≪ ωp такой ПП быстрый. Он может стать

медленным, немного ниже частоты плазмонного

резонанса ωp/
√
εL + 1, когда ε ≈ −1 [12]. Отметим,

что для металлов в этой области b мало, а εx ≈ ε.

Рассматривая случай медленной объемной слабо

диссипативной волны ω < ωH , nx1 ≈ wnz , w > 0,

имеем nz =
√

1 + (wnz/ε)2 tan
±2(nzk0tw/2) ≈

−(wnz/ε) tan
±1(nzk0tw/2), откуда получаем при-

ближенные решения nz ≈ 2(arctan(−(w/ε)±1) +

kπ)/(k0tw), k = 0, 1, 2, ... Такой объемный МП на

низких частотах прямой, диссипативный и быстрый,

т.е. не удовлетворяет предположению. Приведен-

ные приближенные решения получены без учета

диссипации. При ее учете nx и nz становятся ком-

плексными, а волны не разделяются на полностью

поверхностные и полностью объемные. Для всех

волн зависимость внутри слоя определяется че-
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рез комплексные экспоненты exp(±i(k′x − ik′′x)x).

Соответственно необходимо итерационно решать

комплексные ДУ, в которых k2x = Bx ±
√

B2
x − Cx.

Заметим, что как для медленных поверхностных,

так и для медленных объемных МП поле в вакууме

носит поверхностный характер, т.е. экспоненциально

убывает от пленки: величина k0x имеет большую

мнимую и малую действительную части. За счет

действительной части волна носит слабо втекающий

характер.

Рассмотрим уточненные аналитические решения.

При малой диссипации и больших замедлениях из

УФ получаются приближения более высокого поряд-

ка: n2
x1 ≈ −n2

zε/εx − n2
10 + n2

2n
−2
z , n2

x2 ≈ −n2
z + n2

20 −
n2
2n

−2
z . В них n2

10 = [(ε2τ/εx + ε)ε/εx − 2ε]/(1− ε/εx),

и n2
2 = (ε2τ/εx − ε)2/[4(1 − ε/εx)] в отсутствии дис-

сипации положительные при ω < ωH , и отрица-

тельные при ω > ωH и ε/εx > 1. Величина n2
20 =

(ε2τ/εx − ε)/(1 − ε/εx) в отсутствии диссипации рав-

на εL, т.е. положительная. На частоте резонанса она

возрастает: n2
20 = εL + ω2

p/ω
2
H . Приближения вер-

ны, если дополнительные члены малы по сравнению

с n2
z. Пусть ω < ωH и МП объемный: hx1 ≈ wnz ,

w =
√

−ε/εx + n2
0n

−2
z + n2

2n
−4
z . Для ДУ (17) имеем

nz = 2(arctan((−ε/w)±1)+ kπ)/(k0tw), а для ДУ (18)

nz = (arctan(w)kπ)/(k0tw), k = 0, 1, 2, ... На низ-

ких частотах ε ≈ −ω2
p/ω

2, εx ≈ ω2
p/ω

2
H все арктан-

генсы порядка π/2, и для основных мод получаем

nz = 2π/(ωHt/c) и nz = π/(ωHt/c). На сверхнизких

частотах ε ≈ −iω2
p/(ωωc0, и МП быстрые диссипатив-

ные, поскольку величина w мнимая. Взяв прибли-

женно w = w0

√

−ε/εx, получаем для всех ДУ при-

ближенные решения nz(0). Их можно уточнить, взяв

w =
√

−ε/εx + n2
0n

−2
z(0) + n2

2n
−4
z(0). Пусть МП поверх-

ностный: nx2 ≈ −inzu, u =
√

1− n2
20n

−2
z + n2

2n
−4
z . То-

гда из ДУ (17) следует tanh(k0tunz/2) = −(ε/u)±1.

Из ДУ (18) имеем tanh(k0tunz) = u. Используя при-

ближение u ≈ u0 = 1 − εLn
−2
z(0)/2, получим nz(0) ≈

ln(4nz(0)/εL)/(2k0t) для (18). Приближенный корень

ищем двумя итерациями: берем nz(0) ≈ εL, а за-

тем уточняем: nz(0) ≈ ln(2)/(k0t). Далее уточняем

u, что дает решение nz = ln((1 + u)/(1− u))/(2k0tu).

Для ДУ (17) можно в обоих случаях взять nz(0) =

ln((ε− 1)/(ε+1))/(k0t) ≈ −2/(k0tε) и получить уточ-

нение. При близком к единице параметре u и |ε| ≫ 1

оно практически не отличается от нулевого прибли-

жения: nz = −2(1 + (u/ε)2/3)/(k0tε). Эти поверх-

ностные МП на низких частотах слабо замедленные

и прямые. Частоты, при которых замедление боль-

шое и приближение применимо, определяются усло-

вием ω ≫ ω2
pt/c. Для металлов в ТГЧ диапазоне оно

не выполняется. Для t = 10 нм и ωp = 1013 Гц это

ω ≫ 109 Гц. Частоты, при которых u ∼ 1 опреде-

ляются условием ω ≪ c/(t
√
εL). Для t = 10 нм это

ω ≪ 3 · 1016 Гц, что всегда выполняется.

В общем случае наличия нескольких металли-

ческих пленок и диэлектрических подложек задача

построения ДУ решается на основе матриц перено-

са слоя T̂ (t). Такие матрицы связывают 4-векторы

u(x) = (Ey, hz, Ez ,−hy) в виде u(0) = T̂ (t)u(t)

и могут легко быть построены на основе уравне-

ний (15). В оптике они носят название матриц Бер-

ремана [16]. Этот метод для пленки на подлож-

ке сложен. Рассмотрим построение ДУ более про-

стым методом двумерного приближения, когда плен-

ка и подложка имеют малые толщины и описыва-

ются поверхностной проводимостью. Диэлектриче-

ский слой можно описать объемной проводимостью

ζ = iωε0(εd − 1). Она емкостная. 2D приближение

применимо для весьма тонких металлических пле-

нок и диэлектрических подложек. Для последних

оно имеет хорошую точность, если k0
√
εdd ≪ 1. В

этом случае касательное электрическое поле практи-

чески постоянно в слое, вклад компоненты Jx мал, и

тогда слой можно описать поверхностной проводи-

мостью σd = ζd = iωε0(εd − 1)d = iη−1
0 k0(εd − 1)d.

Вводим безразмерную нормированную поверхност-

ную проводимость ξd = ik0(εd − 1)d и записыва-

ем связь поверхностного тока с касательным элек-

трическим полем: jd = ξdEτ = ξd(y0Ey + z0Ez). В

диэлектрическом слое ток носит характер тока по-

ляризации. Аналогичное соотношение имеет место

в металлической пленке: j = ξ̂Eτ = y0(ξyyEy +

ξyzEz) + z0(ξzyEy + ξzzEz). Здесь ξ̂ = ik0(ε̂(ω) − Î)t.

В нашем случае ξyy = ξxx, ξyz = ξzy = 0, ξxy =

−ξyx = k0tb, но мы для удобства иногда будем со-

хранять общую запись. Для дифракции плоской вол-

ны на металлическом слое глубина проникновения

δ = −1/Im(k0
√
ε) для всех частот больше 200 нм.

Однако для свободных волн – ПП с большим замед-

лением величина kx может иметь большую мнимую

часть. В этом случае поле существенно более силь-

но затухает внутрь пленки. Поскольку в двумерной

модели Eτ должна быть непрерывна, можно взять

Eτ (x) = Eτ0 cosh(k
′′
xx)/ cosh(k

′′
xt/2), где Eτ0 – значе-

ние на поверхности, а в центре пленки поле убывает

в cosh(k′′xt/2) раз. Усредненное по поперечному раз-

меру поле есть Ēτ = Eτ0 tanh(k
′′
xt/2)/(k

′′
xt/2), и при

k′′xt > 2 будем иметь Ēτ ≈ 2Eτ0/(k
′′
xt), т.е. усреднен-

ное поле уменьшается по сравнению с поверхност-

ным. Это говорит о том, что уменьшается эффек-

тивная двумерная проводимость, т.е. для нее следует
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взять ξ̂ = 2ik0x tanh(k
′′
xt/2)(ε̂(ω) − Î)/k′′x . Формаль-

но это соответствует учету скин-эффекта. Рассмат-

риваемые толщины t существенно меньше длин сво-

бодного пробега электронов в массивных (неограни-

ченных) металлических образцах. В тонкой пленке

электроны не выходят из слоя t и все участвуют в

переносе тока. Поэтому ЧС электронов, движущих-

ся почти нормально к границам пленки, существен-

но выше, а средняя ЧС возрастает. Важно учитывать

доли зеркального и диффузного отражения электро-

нов от границ. Однако в сильном магнитном поле

доля продольно движущихся под действием волны

электронов сильно преобладает над почти попереч-

но движущимися электронами, поэтому вполне мож-

но использовать теорию нормального скин-эффекта.

Считая, что центр пленки находится при x = 0, а

центр диэлектрического слоя при , получаем компо-

ненты электрического поля

Ey(r) =

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

{Gee
yy(r, 0, y

′, z′)jy(y
′, z′) +

+Gee
yz(r, 0, y

′, z′)jz(y
′, z′)+Gee

yy(r, d0, y
′, z′)jdy(y

′, z′)+

+Gee
yz(r, d0, y

′, z′)jdz(y
′, z′)]}dy′dz′. (19)

В (19) введена тензорная электрическая функция

Грина (ФГ) электрического типа, имеющая вид Ĝ(r−
r′) = (ik0η

−1
0 )−1(∇ ⊗∇ + k20 Î)G(r − r′) и определен-

ная через скалярную ФГ G(r) = (4πr)−1 exp(−ik0r),
r = |r|. Аналогично можно представить Ez(r). Учи-

тывая, что

G(r) =
1

8π2

∞
∫

−∞

∞
∫

−∞

exp(−ikρ− ik̃|z|)
ik̃x

dkydkz,

где k = y0ky + z0kz , ρ = y0y + z0z, k̃x =
√

k20 − k2y − k2z , переходя в (19) и в выражении для

к пространственным спектрам с вычислением инте-

гралов, получим

η−1
0 Ey(k) = gyy(k)jy(k) + gyz(k)jz(k) +

+ exp(−ik̃xd0)[gyy(k)jy(k) + gyz(k)jz(k)],

η−1
0 Ez(k) = gzy(k)jy(k) + gzz(k)jz(k) +

+ exp(−ik̃xd0)[gzy(k)jy(k) + gzz(k)jz(k)].

Здесь тензор ĝ(k) есть Фурье-преобразование от

Ĝee(ρ, 0):

ĝ(k) =
−1

2k0k̃x







k20 − k̃2x −k̃xky −k̃xkz
−k̃xky k20 − k2y −kykz
−kk̃xkz −kykz k20 − k2z






.

Обозначим ψ(kz) = exp(−ik̃xd0). В окончательных

соотношениях (в ДУ) следует положить ky = 0.

Поэтому 2k̃xη
−1
0 Ey(kz) = −[jy(kz) + ψ(kz)jdy(kz)]k0,

2η−1
0 k0Ez(kz) = −[jz(kz) + ψ(kz)jdz(kz)]k̃x. Подстав-

ляя jd = σdEτ , jy(kz) = σyyEy(kz), jz(kz) =

σzzEz(kz), получаем два ДУ:

1 +
k0(ξyy + ψ(kz)ξd)

2k̃x(kz)
= 0, (20)

1 +
k̃x(kz)(ξzz + ψ(kz)ξd)

2k0
= 0, (21)

которые преобразуем к видам

kz = ±k0
√

1− (ξyy + ψ(kz)ξd)2/4,

kz = ±k0
√

1− 4/(ξzz + ψ(kz)ξd)2.

При большом замедлении и малой диссипации удоб-

нее взять введенную выше функцию в форме ψ(kz) =

exp(−d0
√

k2z − k20 . При d0 = 0 получаем ψ(kz) = 1,

при этом проводимости пленки и слоя складывают-

ся, что в используемой модели означает нахождение

пленки в центре слоя (считаем d > 1). При большом

расстоянии d0 для медленной волны ψ(kz) → 0, т.е.

волна в направлении от пленки к слою сильно зату-

хает, слой на нее не влияет, и пленку можно рассмат-

ривать как изолированную. При медленных ПП про-

водимость подложки вносит малый вклад. ДУ (20) и

(21) неявные. Однако при удалении подложки и ма-

лом замедлении они становятся явными. Неявными

они могут быть и при таких толщинах t, когда замед-

ление большое и проводимости начинают зависеть от

k′′x , т.е. от kz. Тогда итерационное решение ДУ тре-

бует пересчета kx и проводимостей. В нашем случае

зависимости от k означают зависимости от kz. При-

ближенное ДУ (20) при снятии магнитного поля по

своему виду соответствует H-ПП, т.е. волне, не имею-

щей компоненты Ez, а ДУ (21) соответствует E-ПП,

т.е. волне, не имеющей компоненты Hz. Реально вол-

ны гибридные, т.е. содержат как E-ПП, так и H-ПП.

В первом преобладает H-ПП, а во втором – E-ПП.

Получим коррекцию ДУ с учетом толщины плен-

ки. Для этого следует учесть компоненту jx(k) =

iωε0(εxx − 1)tEx(k) + iωε0εxytEy(k) поверхностной

плотности тока, которой мы ранее пренебрегли.

Рассматривая одиночную пленку и учитывая, что

gxy(k) = gyx(k) = 0, gyz(k) = gyz(k) = 0, ξxz = ξzx =

0, ζyz = ξzy = 0 и ky = 0, имеем систему трех урав-

нений

Ex(k) = gxx(k)[ξxxEx(k)+ξxyEy(k)]+gxz(k)ξzzEz(k),
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Ey(k) = gyy(k)[−ξxyEx(k) + ξyyEy(k],

Ez(k) = gzx(k)[ξxxEx(k) + ξxyEy(k)] + gzz(k)ξzzEz.

Выражая из второго уравнения через и подставляя

в два других, запишем ДУ в виде

ξxx(1 − gyyξyy)− ξ2xygyy

(1− gyyξyy)(1 − gxxξxx) + gxxgyyξ2xy
=

(1 − gzzξzz)

g2xzξzz
.

(22)

Обозначая

β(kz) = ξ2xy
(1− gzzξzz)gxxgyy + g2xzgyyξzz

g2xzξzzξxx − (1− gzzξzz)(1− gxxξxx)
,

(23)

получим из (22) вместо (20) формулу для итераций

kz = k0
√

1− ξ2yy/[2(β(kz)− 1)]2. Она определяет ква-

зимагнитный МП. Вместо (21) имеем итерационную

формулу kz = k0
√

1− 4(α(kz)− 1)2/ξ2zz для квази-

электрического МП. В ней

α(kz) =
ξxx(1− gyyξyy)− ξ2xygyy

(1− gyyξyy)(1− gxxξxx) + gxxgyyξ2xy
g2xzξzz .

В нашем случае gxx(kz) = −k2z/(2k0k̃x), gzx(kz) =

kz/(2k0), gzz(kz) = −k̃x/(2k0), gyy(kz) = −k0/(2k̃x).
Приведенные ДУ получены для металлической

пленки путем формального перехода от объемных

величин к поверхностным. В случае весьма тонкой

пленки следует скорректировать связь Ex c jx и jy.

Объемная плотность тока внутри однородной плен-

ки – вектор соленоидальный, т.е. ∇ · J(r) = 0 или

∇·J(r) ≈ t−1∇y,z ·j(ρ)+∂xJx(r). При этом ∂xJx(r) по-

чти не зависит от x. Это означает, что в тонкой плен-

ке Jx(r) = xf(ρ)+Jx(0,ρ), причем f(ρ) = −t−1∇y,z ·
j(ρ). Для двумерной плотности тока выполняется за-

кон сохранения заряда ∇y,z · j(ρ) + iωζ(ρ) = 0, где

ζ(ρ) – поверхностная плотность заряда. Для вве-

денной функции находим f(ρ) = iωζ(ρ)/t. Множи-

тель iω указывает, что это производная по време-

ни от объемной плотности заряда в слое. На дву-

мерной поверхности с плотностью заряда ζ(ρ) име-

ет место скачок нормальной компоненты электриче-

ского поля: Ex(+0,ρ) − Ex(−0,ρ) = ζ(ρ)/ε0. Для

малой толщины t должна иметь место аппрокси-

мация Ex(x,ρ) = Ex(0,ρ) + (2x/t)ζ(ρ)/ε0. Поведе-

ние компонент поля и тока согласуются, при этом

Jx(x,ρ) = iωε0[(εxx − 1)Ex(x,ρ) + εxyEy(0,ρ)]. Пере-

ходя к спектрам, для поверхностных величин име-

ем kzjz(kz) + iωζ(kz) = 0. Дополнительный вклад в

вектор-потенциал имеет вид

Ax(r) =
1

8π2
×

×
∞
∫

−∞

t/2
∫

−t/2

(

exp

(

− i(ρ−ρ
′)k− i|x− x′|

√

k20 − k2
)

×

× (Jx(0,ρ
′) + x′f(ρ′))

)

/

(

i
√

k20 − k2
)

)

dx′dy′dz′d2k.

Здесь четыре интеграла с бесконечными предела-

ми обозначены одним символом. Найдем поправки

δEx = (ik0η
−1
0 )(k20 − ∂2x)Ax, δEy = (ik0η

−1
0 )−1∂y∂xAx

и ∆Ez = (ik0η
−1
0 )−1∂z∂xAx к электрическому полю,

возникающие от компоненты Ax при x = 0. Вычис-

лим Ax. Имеем

t/2
∫

−t/2

exp(−|x− x′|k̃x)dx′ =

=
2− exp(−i(x+ t/2)k̃x)− exp(i(x− t/2)k̃x)

ik̃
.

Для малых толщин t следует положить x = 0,

и результат будет t. Аналогично интегрируем

x′ exp(−i|x− x′|k̃x)dx′:

exp(−ixk̃x)
x
∫

−t/2

x′ exp(ix′k̃x)dx
′ +

+ exp(ixk̃x)

t/2
∫

x

x′ exp(−ix′k̃x)dx′.

Получаем результат −it/k̃x. Таким образом, после

интегрирования по dy′ и dz′ найдем

Ax(0,ρ) =
1

8π2

∞
∫

−∞

exp(−iρk)f(k)
ik̃x

(t− it/k̃x)d
2k,

где f(k) = iωζ(k)/t = kzjz(k)/t. Вклад от члена

−it/k̃x мал. Поэтому

δEx(0,ρ) = −η0k0
8π2t

∞
∫

−∞

exp(−iρk)kzjz(k)
k̃3x

d2k.

Переходя к спектрам (интегрируя по попе-

речным координатам), получаем δEx(k) =

−η0k0kzjz(k)/(2k̃3x(k)t). Аналогично получаем

δEz(k) = η0k
2
z(k)/(k0k̃

2
x(k)t), при этом δEy(k) = 0.

Теперь имеем уравнения

Ex(k) = − k2z

2k0k̃x
(ξxxEy(k) + ξxyEy(k)) +

+
kz
2k0

(

1− k20

k̃2xk0t

)

ξzzEz(k),
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Ey(k) = − k0

2k̃x
(ξyyEy(k)− ξxyEx(k)), (24)

Ez(k) =

(

k2z

k0k̃2x(k)t
− kx

2k0

)

ξzzEz(k) +

+
kz
2k0

(ξxxEx(k) + ξxyEy(k)).

Из второго уравнения (24) находим Ex(k) и под-

ставляем в два других. В результате получаем ДУ

kz = ±k0
√

1− ξ2xx/[2(γ(kz)− 1)]2. В нем

γ(kz) = (25)

=

(

k0k
2
zξ

2
xy(k

2
z−k̃2xk0t/ξzz−k̃xk0/2)

)/(

k2z(k̃
2
xt−k0)×

× k2xξxx +(2k̃2xk0 + k2z k̃xξxx)(2k
2
z − k̃3xt− 2k̃2xk0t/ξzz)

)

.

Пусть замедление n = kz/k0 большое по модулю. То-

гда из ДУ следует n = ±iξxx/(2γ(kz)− 2). При боль-

шой реактивной проводимости это возможно при ма-

лых по модулю γ(kz), или при почти действитель-

ных −γ(kz), близких к единице. Большие замедле-

ния поверхностного ПП реализуются при k̃x ≈ ikz,

поэтому из (25) имеем γ(kz) ≈ k0(ξ
2
xy/ξxx)/(2k

2
zt −

2ikz). Считаем kzt ∼ 1. Величина γ(kz) мала по

модулю при |ξ2xy/(nξxx)| ≪ 1. В ТГЧ диапазоне

ξzz = i(t/c)ω2
p/(iωc − ω), и для наноразмерных тол-

щин t/c ∼ 10−16 с эта величина комплексная и по

модулю большая ∼ 104. Считая, что ξxx и ξzz боль-

шие по модулю, найдем условие большого замедле-

ния: |γ| ≪ 1. При ω = ωH/
√
2 и большой реактив-

ной ξxx большим замедление будет при |γ(kz) ≤ 1.

При ωH ∼ 10−4ωp получаем nz ∼ 103, при этом

для малых потерь необходимо выполнение условия

ωco ≪ ωH . Получить такие условия для металлов

можно при температуре жидкого гелия. Однако для

ТГц электроники больших замедлений не требуют-

ся: достаточно замедлений порядка нескольких еди-

ниц. Снижение же диссипации ПП принципиально

для получения усиления. При n′ ∼ 1 диссипация ма-

ла: n′′
z/|n′

z| ≪ 1. Для учета диэлектрической подлож-

ки в ДУ делаем замену ξxx → ξxx + ξd. Для быстрой

волны kz = k0, k̃x ≈ 0, величина γ(kz) становится

очень большой по модулю, и тогда ξxx → ξxx + ξd.

Для бесконечно быстрой волны k̃x ≈0, kz ≈ 0 имеем

γ(kz) = −k2zξ2xy(2k0t/ξzz + 1)/(4k30t+ 8k30t/ξzz) ≈ 0.

Рассмотрим ДУ kz = k0
√

1− ξ2xx/[2(β(kz)− 1)]2

для медленных ПП. Считая все проводимости сильно

реактивными и большими по модулю, при большом

замедлении берем gxx = ikz/(2k0), gyy = ik0/(2kz),

gzz = −ikz/(2k0), gxz = kz/(2k0), откуда получаем

β(kz) = −iζ2xyk0/(2kzξxx). Поскольку ξ2xy = (k0tb)
2,

а ξxx почти мнимая и при ω < ωH индуктивная,

то при Re(β(kz)) ≪ 1 получаем замедления порядка

|ξxx|/4. При этом величина β(kz) = 2(k0t)
2ω2

H/ω
2 ∼

(k0t)
2 действительно мала. Медленный ПП для ДУ

kz = k0
√

1− 4(α(kz)− 1)2/ξ2zz получаем в оптиче-

ском диапазоне при достаточно малой величине |ξ2zz |.
Выражая из (23) величину 1 − gxxξxx, получим еще

один вид ДУ.

Поскольку в общем случае возможны четыре вол-

ны и четыре дисперсионные ветви, несколько урав-

нений позволяют находить все ветви, при этом сходи-

мость и скорость сходимости уравнений могут силь-

но различаться в разных областях. Формально до-

статочно решать только одно из ДУ. Полагая в нем

потери нулевыми, находим все действительные кор-

ни. При этом возникают запрещенные области. По-

лагая для них nz = −i|nz| мнимыми, находим и мни-

мые корни. Увеличивая затем плавно потери и ис-

пользуя итерации, можно построить все комплекс-

ные дисперсионные ветви. Для итераций следует вы-

бирать быстро сходящиеся формулы. Все приведен-

ные ДУ можно записать в виде kz = f(kz). Для чис-

ленных результатов использован метод прямой ите-

рации k
(m)
z = k

(m−1)
z − τm[f(k

(m−1)
z ) − k

(m−1)
z ] с кор-

рекцией шага итераций [17]. Шаг τm на каждой ите-

рации подбирался из условия убывания невязки, для

чего необходимо вычислять производные f ′(kz). На

низких частотах удобно полагать начальное значе-

ние k
(0)
z = k0. Найдя корень, увеличиваем частоту

на малый шаг, и в качестве нового начального при-

ближения берем указанный корень. При малом ча-

стотном шаге он близок к новому корню, итерации

для которого теперь сойдутся быстро. Использова-

ние нескольких видов ДУ полезно для нахождения

всех дисперсионных ветвей.

Численные результаты получены при условии вы-

бора ветви корня Re(kz) = k0n
′
z > 0. Условие n′′

z > 0

при nz = n′
z − in′′

z означает, что МП затухает в на-

правлении оси z. При n′′
z < 0 МП затухает в от-

рицательном направлении оси z, т.е. туда движет-

ся энергия. Такая волна обратная. На рисунках 1, 2

представлены итерационные решения для дисперсии

(22) в пленке серебра и в пленке синица при маг-

нитной индукции Bz = µ0H0 = 10Тл при разных

температурах и толщинах. Для кривых рис. 1 индекс

потерь в максимумах замедлений имеет значения

n′′
z/n

′
z = 0.0056 (кривая 1), 0.015 (2), 0.011 (3), −0.024

(4), −0.017 (5), −0.024 (6), −0.027 (7). Потери при

меньших замедлениях ниже, при этом МП прямой.

Отрицательные отношения n′′
z/n

′
z означают переход

к обратным МП. В области между максимальным
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Дисперсия МП (частота ω в
ТГц в зависимости от замедления n′

= k′

x/k0) в свинцо-
вой пленке при разных толщинах (нм) и температурах
(K): кривая 1 – t = 10, T = 77; 2 – t = 2, T = 77; 3 –
t = 10, T = 10; 4 – t = 4, T = 10; 5 – t = 4, T = 77; 6 –
t = 2, T = 10; 7 – t = 10, T = 200

замедлением и областью с n ≈ 1 есть весьма узкая

область очень быстрых МП с n′ ≪ 1. При выбран-

ном частотном шаге она не проявляется. Продвиже-

ние в ТГЧ диапазон требует использования малых

толщин порядка 1–2 нм и криогенных температур.

При комнатной температуре замедление в СВЧ диа-

пазоне не превышает 20 для пленок с толщиной до

10 нм, а выше МП быстрый. Пленка толщины 2 нм на

подложке является текучей и растекается на фраг-

менты, поэтому следует использовать несколько бо-

лее толстые пленки. Диэлектрическая подложка в

ТГЧ диапазоне является электрически тонкой даже

при d = 104 нм, т.е. вклад в дисперсию мал, и для

нее вполне применимо двумерное приближение. Та-

кая и даже на порядок более толстая подложка име-

ет малую емкостную проводимость и практически не

сказывается на дисперсии. C толщиной проводящей

пленки замедление растет, но использовать толстые

пленки и большие замедления в ЗС не целесообраз-

но, поскольку согласно (24) при |nz | ≫ 1/(k0t) ком-

понента Ez почти не зависит от замедления. При не

слишком большом замедлении волна не сильно при-

жата к пленке, и сопротивление связи для ленточ-

ного электронного пучка может быть приемлемым.

Для свинца взято ωp = 6.4 · 1015 и ωco = 6.2 · 1013 Гц

при T = 300K. Свинец при температуре ниже 7 К

становится сверхпроводящим. Его высокочастотный

импеданс не является локальным, поэтому описыва-

ется достаточно сложно, а поверхностный импеданс

пленки определяется через интегралы [18] и зависит

от ее толщины. Определение двумерного импедан-

са сверхпроводящей пленки в магнитном поле - до-

статочно сложная и требующая отдельного рассмот-

рения задача в совокупности с необходимостью сов-

местного решения ДУ. Для соответствующей моде-

ли необходимо определять число куперовских пар и

неспаренных электронов, а также глубину проникно-

вения магнитного поля. Поэтому использовать сверх-

проводящие пленки проблематично. Для продвиже-

ния в ТГЧ диапазон при ωH = 0.176ТГц (Bz = 1Тл)

следует использовать полуметаллы или полупровод-

ники с достаточно малой ПЧ, при этом необходимо

снижать ЧС на два порядка и более. На рисунке 3

представлены результаты для МП магнитного ти-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Дисперсия (зависимость ω/ωH

в от n′

z = k′

z/k0) поверхностного МП в пленке n-InSb на
подложке SiO2 (εd = 3.4), d = 5мкм при ωH = 13.5ТГц,
ωco = 4ГГц и ωp = 18ТГц (кривые 1, 2), ωp = 2.5 · 10

13

(3), t = 10нм для кривых (1, 3) и t = 5нм, для кривой 2

па в пленки n-InSb при ωp = 18ТГц, ωH = 6ТГц

и ωco = 4ГГц, полученные по ДУ (22). МП элек-

трического типа более высокочастотный. На рисун-

ке 4 представлены результаты итерационного реше-

ния ДУ (17) и ДУ (18) для МП в пленки n-InSb при

ωH = 13.5ТГц и ωco = 1ТГц. Результаты сошлись

не более, чем за 10 итераций. МП 1–3 слабо дисси-

пативные в окрестности ωH и сильно диссипативные

на низких частотах. Обратный объемный МП 4 (знак
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Рис. 4. (Цветной онлайн) Дисперсия МП в пленке n-
InSb c t = 10нм при ωH = 13.5, ωco = 1. Формула (17):
кривые 1–3, s = −1 и 5, s = 1; формула (18) – кривая
4. Использованы ПЧ ωp: 180 (кривые 3, 4), 25 (2), 18
(1, 5). Все частоты в ТГц

“минус” у корня в k2x±) слабо диссипативный. При

знаке “плюс” ДУ (18) дает nz = 1 с точностью до

нескольких знаков. Поскольку два значения форму-

лы (17) получены путем извлечения корня, она мо-

жет быть записана единым образом. Сходимость ите-

раций для нее не зависит от знака у k2x±. Таким об-

разом, имеется четыре ветви решения ДУ. Одним их

возможных подходов к снижению потерь без исполь-

зования криогенных температур может быть приме-

нение активных спазеров [19] с оптической накач-

кой. В рассмотренном случае это может быть оптиче-

ски активный графеновый лист, расположенный на

пленке.

В работе рассмотрены методы построения ДУ

для МП вдоль тонких хорошо проводящих пленок

ДЭГ, причем как при строгом учете толщины, так

и в приближении 2D поверхностной проводимости с

учетом электрически тонкой диэлектрической под-

ложки. Получены новые ДУ для магнитоплазмонов.

Показана возможность существования и получены

условия для медленных и быстрых МП, а также пря-

мых и обратных МП. В сильном магнитном поле,

используемом для фокусировки тонкого ленточного

пучка, тонкая и ровная проводящая пленка может

выполнять роль ЗС с замедлениями от нескольких

до нескольких десятков и более.
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