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Найдено аналитическое решение, описывающее динамические процессы в наноразмерном сверхпро-
водящем интерферометре с пренебрежимо малыми индуктивностями, включенном в высокодобротный
резонатор. Проанализировано влияние нелинейности в системе, а также воздействие внешней парамет-
рической накачки. В широком диапазоне проведен скрининг обнаруженных динамических режимов
исследуемой наноструктуры в резонаторе и получены их положения на плоскости параметров. Про-
демонстрировано существенное влияние фазовых эффектов на эволюцию системы и выявлены фазовые
соотношения, позволяющие управлять интенсивностью сигнала на выходе. Обнаруженные эффекты от-
крывают новые возможности для разработки и тестирования базовых элементов современных вычисли-
тельных квантовых систем.
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Введение. Системы с джозефсоновскими кон-

тактами (ДК), интегрированные в волноводы (ре-

зонаторы), – важная часть современных кванто-

вых вычислительных систем, а также прорывных

фундаментальных экспериментов. Простейший при-

мер – сверхпроводящий наноразмерный интерферо-

метр (СКВИД; вид сверху на структуру при тон-

копленочной реализации, расчет растекания токов,

эквивалентная схема и типовая микрофотография

представлены на рис. 1). Подобные системы исполь-

зуют, например, для настройки связи между искус-

ственными атомами через резонатор и анализа их со-

стояний, исследования динамического эффекта Ка-

зимира и т.п. [1–6]. В таких применениях даже эпи-

зодическое превышение критического значения для

протекающего через элемент тока ведет к формиро-

ванию импульсов напряжения и провоцирует “квази-

частичное отравление” сверхпроводниковых кванто-

вых регистров. Эти требования практики заставляют

вернуться к анализу мало-диссипативных динамиче-

ских процессов в интерферометре [7, 8] и возможно-

стей управления ими, в том числе и под действием

квазимонохроматического излучения (“накачки”) [9].

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте

нашего журнала www.jetpletters.ac.ru.
2)e-mail: nvklenov@mail.ru

Рис. 1. (Цветной онлайн) (a) – Топология двухконтакт-
ного СКВИДа, включенного в копланарный волновод
с контрольной линией для задания магнитного пото-
ка накачки в кольце интерферометра; (b) – модели-
рование растекания токов в СКВИДа в программном
пакете 3D-MLSI [10, 11]; (c) – схема двухконтактного
СКВИДа с пренебрежимо малой геометрической ин-
дуктивностью под действием внешнего магнитного по-
тока Φe; (d) – снимок наноразмерного СКВИДа в ска-
нирующем электронном микроскопе
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Также поиск аналитического решения “уравнения

движения” для наноразмерного интерферометра в

резонаторе под действием переменного сигнала “на-

качки” представляет интерес из-за необходимости пе-

рехода в ряде случаев к рассмотрению поведения

системы в квантовом режиме (причем по законам

квантовой механики может быть описана как нано-

структура, так и поле в резонаторе) [12]. В данной

работе найдено аналитическое решение, описываю-

щее динамические процессы в наноразмерном сверх-

проводящем интерферометре с пренебрежимо малы-

ми индуктивностями и в широком диапазоне прове-

ден скрининг обнаруженных динамических режимов

в зависимости от значений параметров исследуемой

наносистемы.

Модель. В центре нашего исследования двух-

контактный интерферометр – тонкопленочное сверх-

проводящее кольцо с двумя “слабыми местами”, вы-

полненным в виде сужений. Схематическое изобра-

жение примера физической реализации СКВИДа,

интегрированного в сверхпроводящий резонатор с

возможностью подведения магнитного сигнала “на-

качки”, представлено на рис. 1а (синим цветом пока-

заны участки сверхпроводящей тонкой пленки). Про-

текающий через интерферометр транспортный ток,

IS , создается источником входного сигнала, Vin. До-

полнительно действующее на интерферометр маг-

нитное поле накачки прилагается при помощи эле-

мента “Control line”. Описанный дизайн в последнее

время востребован экспериментаторами из-за своей

простоты и совместимости с технологическими реше-

ниями, используемыми в сверхпроводниковых кван-

товых вычислениях (см., например, [13]).

Для анализа растекания тока в рассматривае-

мых сверхпроводящих тонкопленочных структурах

(t ≪ l, t ∼ λL, где t – толщина сверхпровод-

ника, l – характерный планарный размер пленки,

λL – лондоновская глубина) мы численно решали

уравнения Лондонов с использованием метода ко-

нечных элементов [10]. Из результатов таких расче-

тов на рис. 1b видно, что в сверхпроводящем кон-

туре формируются два “слабых места” – джозеф-

соновских контакта – из-за того,что плотность тока

в сужениях, выделенных рамками, превышает кри-

тическое значение [14, 15]. Кроме того, использова-

ние программного пакета 3D-MLSI [10, 11] позволило

на основе полученного пространственного распреде-

ления рассчитать матрицу индуктивностей, причем

индуктивность петли рассматриваемого интерферо-

метра оказалась порядка 0.65 пГн. Так как критиче-

ский ток джозефсоновских контактов примерно ра-

вен IС1 = IС2 ≈ 25мкА (рис. 1с), значение безраз-

мерной индуктивности петли интерферометра соста-

вило βl =
2πLIc1

Φ0
= 0.05 ≪ 1. Это позволяет рассмат-

ривать СКВИД в приближении малости безразмер-

ной индуктивности βl и ввести его полную фазу ϕ(t)

[16, 17]. Эта величина, определяемая разностью фаз

комплексного параметра порядка в противополож-

ных “концах” интерферометра (“1” и “0” на рис. 1c),

играет роль обобщенной координаты. В таком случае

поведение системы аналогично поведению одиночно-

го ДК (т.е. нелинейного осциллятора), полный кри-

тический ток которого зависит от величины внеш-

него магнитного потока Φe. Полный сверхток через

такой интерферометр может быть записан в следую-

щем виде:

IS(t) = Ic cos(ϕe) sin(ϕ(t)), (1)

где ϕe = π(Φe/Φ0) – “внешняя фаза”, Φ0 = h/2e –

квант магнитного потока, Φe – задаваемый внеш-

ний магнитный поток. Если внешний поток задается

гармонической функцией с определенной частотой,

система является параметрическим элементом с по-

токовой накачкой по отношению к внешнему сигна-

лу [18, 19]. В данной работе аналитически исследует-

ся динамика системы под действием гармонических

сигнала и накачки в рамках модели с шунтирующи-

ми емкостью и нормальным сопротивлением (RCSJ)

[8, 9].

Полное уравнение динамики рассматриваемой

системы под действием гармонического сигнала

Is(τ)/Ic = is cosΩτ и накачки внешним магнит-

ным потоком ϕe(τ) = ϕ0 + ε cos(Ωpτ + ∆) удобно

исследовать в безразмерном виде:

ϕ̈+ αϕ̇+ cos(ϕ+ ε cos(Ωpτ +∆)) sinϕ =

= is cosΩτ, (2)

где производные берутся по безразмерному време-

ни τ = tωplasma, частоты Ω = ω/ωplasma нормиро-

ваны на плазменную частоту ωplasma =
√

2eIc/(~C),

α = (1/R)
√

~Ic/(2e), C и R – емкость и сопротив-

ление СКВИДа соответственно, ε – нормированная

амплитуда переменной составляющей ϕe(τ) частоты

Ωp, ∆ – сдвиг фазы накачки относительно сигнала.

Для малой амплитуды накачки (ε ≪ 1) справедливо

следующее разложение:

cos[ϕ0 + ε cos(Ωpτ +∆)] ∼=
∼= cosϕ0 − sinϕ0ε cos(Ωpτ +∆).

Поскольку выбор постоянной составляющей внешней

фазы ϕ0 произволен, уравнение динамики (2) можно

переписать в следующей форме:

ϕ̈+ αϕ̇+ [1 + ε cos(Ωpτ +∆)] sinϕ = is cosΩτ. (3)
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Анализ различных динамических режи-

мов. Рассмотрим сначала влияние внешней парамет-

рической накачки при условии малости собственной

нелинейности в системе. Оставляя только линейные

по ϕ слагаемые и вводя собственную частоту осцил-

лятора ω0 = 1, получим уравнение, описывающее ди-

намику джозефсоновского осциллятора с затуханием

под действием внешней параметрической накачки:

ϕ̈+ αϕ̇ + [1 + ε cos(Ωpτ +∆)]ω2
0ϕ = is cosΩτ. (4)

Отдельный интерес представляет резонансный слу-

чай, при котором частота подаваемого сигнала сов-

падает с собственной частотой осциллятора Ω = ω0, а

частота накачки в 2 раза больше (Ωp = 2ω0), так что

имеет место параметрический резонанс. Для данной

задачи было найдено аналитическое решение, имею-

щее следующий вид:

ϕ[τ ] = cos[ω0τ ](A + µ1e
k1τ + µ2e

k2τ ) +

+ sin[ω0τ ](B + η1µ1e
k1τ + η2µ2e

k2τ ), (5)

где

k1,2 =
−4ω2

0α±
√

−4ω2
0α

4 + ε2α2ω4
0 + 4ε2ω6

0

2(α2 + 4ω2
0)

, (6)

а коэффициенты µ1, µ2, η1, η2, A, B могут быть най-

дены из начальных условий (подробный вывод пред-

ставлен в дополнительных материалах к статье).

Анализ полученного решения позволяет выявить

существование различных режимов динамики систе-

мы в зависимости от соотношения параметров α и
ω0ε
2 (см. рис. 2). Фактически возникает конкуренция

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость джозефсонов-
ской фазы от нормированного времени φ(τ ) для: (a) –
стационарного режима (α = 0.2, ε = 0.25); (b) – режима
экспоненциального роста колебаний (α = 0.1, ε = 0.5);
(c) – режима линейного роста (α = 0.25, ε = 0.5); iS = 1

процессов параметрического усиления и затухания

в системе. Так, в случае сильного затухания, одно-

родное решение полностью затухает, и в результате

на больших временах “выживут” лишь колебания с

постоянным значением амплитуды, поддерживаемые

подаваемым входным сигналом. Примеры динамиче-

ских процессов в таком стационарном режиме пред-

ставлены на рис. 2а для нескольких значений фазы

накачки ∆. При более сильной накачке система са-

ма генерирует экспоненциально возрастающие коле-

бания, амплитуда которых зависит от входного сиг-

нала, причем параметрическая генерация будет про-

исходить в любом случае, даже при его отсутствии

(см. рис. 2b). Выделенным случаем является выпол-

нение точного равенства α = ω0ε
2 , что соответству-

ет компенсации затухания усилением, вызываемым

накачкой. Для данного режима, представленного на

рис. 2c, характерен бесконечный линейный рост ам-

плитуды колебаний (режим аналогичен резонансно-

му раскачиванию амплитуды колебаний осциллято-

ра внешней силой в отсутствие затухания). Следует

отметить, что в данном случае линейный рост ам-

плитуды происходит для всех фаз, кроме ∆ = 3π
2 ,

при которой реализуются только затухающие реше-

ния для амплитуд осцилляций в (5) за исключением

частного решения с постоянной амплитудой. В дан-

ном режиме при такой фазе накачки достигается аб-

солютный минимум величины сигнала на выходе.

Аналитическое решение уравнения (4) было по-

лучено и в условиях, когда частота подаваемого сиг-

нала Ω отличается от собственной частоты систе-

мы,однако условие параметрического резонанса со-

храняется: Ωp = 2Ω.

В данном случае общее решение было получено в

следующей форме:

ϕ[τ ] = (δ1 exp(γ1τ) + δ2 exp(γ2τ) + A0) cos(Ωτ) +

+ (δ1χ1 exp(γ1τ) + δ2χ2 exp(γ2τ) +B0) sin(Ωτ), (7)

где параметры γ1 и γ2 имеют достаточно сложный

вид, а коэффициенты δ1, δ2, χ1, χ2, A0 и B0 мо-

гут быть найдены из начальных условий (подробный

вывод представлен в дополнительных материалах к

статье). Из анализа общего решения, аналогично ре-

зонансному случаю, можно выявить наличие трех

динамических режимов для разных значений пара-

метра:

K0 = 4α2

(

Ω

ω0

)2

+ 4

(

ω0 −
Ω2

ω0

)2

− ε2ω2
0 . (8)

Так, если K0 > 0, то действительные части экспонен-

циальных коэффициентов γ1 и γ2 отрицательны, и со
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временем решение достигает постоянной амплитуды

осцилляций, что соответствует стационарному режи-

му. Если K0 < 0, то γ1 и γ2 имеют разные знаки, реа-

лизуется режим экспоненциального роста. В случае,

когда K0 = 0, γ1 = 0, а γ2 < 0, имеет место режим

линейного роста. Полученное выражение для пара-

метра K0 позволяет построить 2D-распределение для

иллюстрации характера динамики системы в зависи-

мости от параметра накачки и частоты подаваемого

сигнала при фиксированном коэффициенте затуха-

ния (см. рис. 3).

Рис. 3. (Цветной онлайн) 2D-распределение параметра
K0 в зависимости от величины накачки ε и частоты
подаваемого сигнала Ω при фиксированном коэффи-
циенте затухания α = 0.2

Из рисунка 3 видно, что при не слишком малой

накачке с ростом частоты подаваемого сигнала сме-

на динамического режима происходит четыре раза

вне зависимости от величины параметра α. Действи-

тельно, при больших отстройках имеет место выход

на стационарный режим, который с приближением к

резонансной частоте сменяется режимом линейного

роста. В окрестности же резонанса наблюдается ре-

жим экспоненциального роста. В случае малой ин-

тенсивности накачки данный режим не достигается

из-за большой роли затухания в системе. В областях

частот, значительно отстроенных от резонанса, реа-

лизуется стационарный режим.

Влияние фазы накачки ∆ на динамику

системы. Важным параметром, определяющим ди-

намику системы и позволяющим управлять ею, яв-

ляется фаза накачки ∆. Проанализируем влияние

этой фазы в резонансном случае. Для иллюстра-

ции найденных особенностей системы были постро-

ены 2D-распределения |ϕ(∆, τ)| для режима экспо-

ненциального роста (рис. 4a) и стационарного режи-

ма (рис. 4b).

Видно, что в каждом из рассматриваемых ре-

жимов существуют определенные значения фазы ∆,

при которых реализуется локальный экстремум вы-

ходного сигнала ϕ[τ ]. Так, из рис. 4 видно, что для

обоих режимов наибольшее значение функции ϕ[τ ]

наблюдается преимущественно при фазе ∆ = π
2 , в

то время как в окрестности фазы ∆ = 3π
2 достига-

ется минимум. Данный результат также хорошо со-

гласуется с зависимостями ϕ[τ ], представленными на

рис. 2, для различных ∆.

Для более детального анализа влияния фазы на-

качки были построены 2D-распределения амплитуды

экспоненциально возрастающего и ограниченного ре-

шения, представленные на рис. 5, в зависимости от

параметра накачки ε и фазы накачки ∆ при фикси-

рованном значении коэффициента затухания α.

В случае отсутствия затухания в системе наблю-

дается только экспоненциальный рост решения из-за

параметрического резонанса. При этом была обнару-

жена такая фаза накачки ∆min, при которой реали-

зуется минимум амплитуды выходного сигнала ϕ(τ).

В случае малых амплитуд накачки она может быть

найдена из следующего уравнения:

2 = ε cos(∆min)

(

1

2
+

1

1 + sin(∆)

)

. (9)

Анализ данного уравнения показал, что величина ис-

комой ∆min оказывается близка к 3π
2 . Как следствие,

выполнено соотношение 1
1+sin(∆min)

≫ 1
2 , и уравнение

(9) принимает вид:

2 = ε cos(∆min)− 2 sin(∆min). (10)

Решение данного уравнения приводит к следующе-

му выражению для фазы накачки,обеспечивающей

минимальную амплитуду решения в режиме экспо-

ненциального роста:

∆min = arcsin

(

ε√
ε2 + 4

)

− arcsin

(

2√
ε2 + 4

)

. (11)

Для сравнения со случаем ненулевого парамет-

ра затухания, эта зависимость нанесена на 2D-

распределение, см. рис. 5а.

При наличии затухания в системе в режиме экс-

поненциального роста α <
(

ω0ε
2

)

зависимость ∆min(ε)

ведет себя аналогично случаю отсутствия затухания

(см. рис. 5a). Параметр затухания α следующим об-

разом влияет на пороговые значения амплитуд на-

качки, обеспечивающие реализацию данного режи-

ма: с его ростом критическая фаза ∆ = 3π
2 достига-

ется при все больших амплитудах накачки.
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Рис. 4. (Цветной онлайн) 2D-распределение модуля зависимости ϕ[τ ] от времени и фазы накачки ∆ при фиксирован-
ных параметрах в случае: (a) – режима экспоненциального роста (α = 0.1, ε = 0.5); (b) – стационарного режима
(α = 0.2, ε = 0.25). iS = 1, ω0 = 1

Рис. 5. (Цветной онлайн) 2D-распределение амплитуды решения (5), соответствующего: (a) – режиму экспоненциаль-
ного роста и (b) – стационарному режиму в зависимости от амплитуды накачки ε и фазы накачки ∆ при α = 0.3 в
момент времени τ = 13

Для меньших же амплитуд накачки имеет место

стационарный режим, которому соответствует огра-

ничение решения по абсолютному значению, мини-

мум которого, как видно из рис. 5b, достигается при

∆ = 3π
2 . Максимум амплитуды решения в этом слу-

чае реализуется при фазах в широкой окрестности π
2 ,

поскольку спад амплитуды происходит очень плавно.

Существование двух локальных экстремумов, реали-

зующихся при ∆ = π
2 (максимум) и при ∆ = 3π

2 (ми-

нимум), легко увидеть из уравнения:

−ε

2
sin(∆) cos(∆) + cos(∆)

(

α

ω0
+

ε

2
sin(∆)

)

= 0.

(12)

Также было обнаружено, что в отличие от резонанс-

ного случая, условия минимума выходного сигнала

существенно зависят как от величины ненулевой ча-

стотной отстройки, так и от ее знака. На рисунках 6

и 7 приведены 2D-распределения, аналогичные пред-

ставленным на рис. 5, но полученные для различных

значений частоты входного сигнала.

Как видно, существенный сдвиг максимума и ми-

нимума амплитуды решения наблюдается при умень-

шении входной частоты по сравнению с резонансным

значением. Также претерпевает существенное изме-

нение и зависимость этих условий от амплитуды на-

качки. В режиме экспоненциального роста зависи-

мость ∆min(ε) берет свое начало не из точки ∆ = 3π
2 ,

а из точки, которая сдвигается либо в сторону π, ли-

бо 2π в зависимости от знака отстройки частоты, что

хорошо видно на рис. 6 и 7. Таким образом, возни-

кает возможность управлять выходным сигналом на

практике за счет варьирования частотной отстрой-

ки. Дополнительный анализ показал, что увеличе-

ние затухания в системе до некоторой степени пре-

пятствует смещению начала зависимости ∆min(ε) с

удалением частоты от резонанса.

При слабой накачке наступает стационарный ре-

жим (см. рис. 6b и 7b). Отметим, что в отличие от ре-
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Рис. 6. (Цветной онлайн) 2D-распределение амплитуды решения (7), соответствующего: (a) – режиму экспоненциаль-
ного роста и (b) – стационарному режиму в зависимости от амплитуды накачки ε и фазы накачки ∆ при α = 0.1 в
момент времени τ = 13 при α = 0.1, Ω = 1.05, is = 1, ω0 = 1

Рис. 7. (Цветной онлайн) 2D-распределение амплитуды решения (7), соответствующего: (a) – режиму экспоненциаль-
ного роста и (b) – стационарному режиму в зависимости от амплитуды накачки ε и фазы накачки ∆ в момент времени
τ = 13 при α = 0.1, Ω = 0.95, is = 1, ω0 = 1

зонансного случая, в случае ненулевой частотной от-

стройки пороговое значение амплитуды накачки ε0,

отделяющее стационарный режим от режима экспо-

ненциального роста, оказывается не равно нулю да-

же при отсутствии затухания в системе:

ε0 =
2
√

α2Ω2 +Ω4 − 2Ω2ω2
0 + ω4

0

ω2
0

. (13)

В стационарном режиме положение фазы, характе-

ризующей минимум или максимум выходного сигна-

ла, уже перестает зависеть от амплитуды накачки

(см. рис. 6b и 7b). Для этого случая было найдено

аналитическое выражение для фазы ∆max, при ко-

торой наблюдается максимум выходного сигнала:

∆max =







π − arctan
[

αΩ
1−Ω2

]

, Ω < 1,

− arctan
[

αΩ
1−Ω2

]

, Ω > 1.
(14)

Из формулы (14) видно, что величина фазы, при-

водящей к максимуму выходной амплитуды, суще-

ственно зависит от частоты входного сигнала и коэф-

фициента затухания, но не определяется амплитудой

накачки. В пределе резонансного случая ∆max → π
2 ,

в то время как при наличии значительной частот-

ной отстройки ∆max → π или 2π в случаях ее поло-

жительного или отрицательного значения, соответ-

ственно. При этом, чем ниже коэффициент затуха-

ния, тем резче при некоторой отстройке происходит

переход от одного значения фазы к другому. Величи-

на фазы, при которой реализуется минимум ампли-

туды выходящего сигнала, как и в резонансном слу-

чае, сдвинута на π относительно фазы максимума.

Обнаружение гистерезиса в системе, не

обладающей параметрической накачкой. Учет

нелинейности в системе первоначально проводился

при отсутствии параметрической накачки. Было по-

казано, что в условиях малых входных токов приме-

нимо и оказывается достаточным разложение нели-

нейного слагаемого sinϕ в ряд Тейлора до третьего

порядка включительно, причем для сохранения общ-
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Рис. 8. (Цветной онлайн) (a) – Зависимость isD=0
(Ω) при α = 0.1, β = 1

6
с обозначением isD=0

(Ωh) = 0.09758,
ismax

= 0.14118; (b) – АЧХ при α = 0.1, β = 1

6
для различных значений амплитуды подаваемого сигнала.

ности коэффициент разложения для наивысшего по-

рядка был обозначен как (−β). В этом случае урав-

нение (3) принимает следующий вид:

ϕ̈+ αϕ̇+ ϕω2
0 − βϕ3 = is cosΩτ. (15)

Для нахождения аналитического решения использо-

валось представление ϕ[τ ] = ϕ̃
2 e

iΩτ + ϕ̃∗

2 e−iΩτ , кото-

рое после подстановки в (17), приводит к следующе-

му уравнению на квадрат модуля амплитуды |ϕ̃|2:

|ϕ̃|2α2Ω2 +

(

ω2
0 − Ω2 − 3β

4
|ϕ̃|2

)2

|ϕ̃|2 = i2s. (16)

Окончательно для искомой функции χ = |ϕ̃|2 полу-

чаем следующее кубическое уравнение:

χ3− 8

3β
(1−Ω2)χ2+

16

9β2
(α2Ω2+(1−Ω2)2)χ− 16i2s

9β2
= 0.

(17)

Анализ решений позволяет выделить различные слу-

чаи. Если дискриминант кубического уравнения D >

0, то уравнение будет иметь один действительный

корень, в то время как в случае отрицательного дис-

криминанта уравнение будет иметь три действитель-

ных решения, что соответствует случаю наличия ги-

стерезиса в системе. Таким образом, зная зависи-

мость дискриминанта уравнения (17) от таких па-

раметров, как is, Ω, α, и β, можно легко опреде-

лить, когда в системе возможно наблюдение гисте-

резиса. Для построения так называемой “карты” зна-

чений дискриминанта было найдено решение уравне-

ния D(is,Ω, α, β) = 0, которое определяет связь вход-

ного сигнала is и частоты Ω и характеризуется двумя

ветвями:

isD=01,2
=

2
√
2

9
√
β
× (18)

×
√

(1− Ω2)(9α2Ω2 + (1− Ω2)2)∓ Ω̃,

Ω̃ =
√

(−3α2Ω2 + (1− Ω2)2)3.

Получим условие действительности значений функ-

ции isD=0
(20) в зависимости от частоты Ω, которое

оказалось одинаковым для обеих ветвей:

Ω ≤ Ωh =

√

3α2 + 2−
√
3α

√

(3α2 + 4)
√
2

. (19)

Неравенство (19) определяет диапазон частот, при

которых подкоренное выражение внутреннего корня

в формуле (18) неотрицательно. Таким образом, вы-

делена область значений частоты подаваемого сиг-

нала, при которых в принципе возможен гистере-

зис. На рисунке 8а построены обе ветви зависимо-

сти (18), разграничивающие области отрицательного

и положительного значений дискриминанта (сплош-

ная кривая) с учетом полученного частотного огра-

ничения. Гистерезис возможен только при D < 0.

Важно отметить, что вторая ветвь решения (18) на-

кладывает более сильное ограничение по частоте

сверху чем Ωh для высоких амплитуд входного сигна-

ла, все сильнее “загибаясь” в область малых частот,

так что для сигналов, с амплитудой чуть выше еди-

ничной, гистерезис уже не наблюдается (см. вставку

на рис. 8а).

Из рисунка 8а хорошо видно, что существуют три

характерные области значений амплитуды тока, при

которых гистерезис наблюдается либо на одном ин-

тервале из диапазона возможных частот, либо на

двух частотных интервалах, либо же на всех обла-

стях частот, удовлетворяющих условию (19).

Так, при малых амплитудах is < isD=0
(Ωh) ги-

стерезис образуется в области малых значений час-

тот, причем с увеличением амплитуды тока is дан-

ный частотный диапазон становится шире, что хо-

рошо подтверждается амплитудно-частотной харак-

теристикой (АЧХ), представленной на рис. 8b для
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is = 0.05. Видно, что каждому значению частоты из

диапазона Ω ∈ [0; 0.17971) соответствуют три точки

на АЧХ. Однако соответствующие ветви решений на

рис. 8b оказываются очень близко друг к другу.

В случае,когда isD=0
(Ωh) < is < ismax

, гистере-

зис образуется в области как малых частот, так и

близких к граничной Ωh. Однако, вторая ветвь урав-

нения (18) приводит к дополнительному более силь-

ному ограничению входного сигнала по частоте. В

этом случае обнаружен интересный эффект выреза-

ния частотного интервала, для которого характерно

отсутствие гистерезиса. При этом, чем выше значе-

ние амплитуды тока, тем вырезанный интервал мень-

ше. Более того, при is = ismax
такого вырезанного

интервала вовсе нет. Данный случай весьма интере-

сен, так как значение амплитуды тока ismax
являет-

ся пороговым: для всех значений is > ismax
гисте-

резис наблюдается на всей области возможных час-

тот подаваемого сигнала, допустимых для гистерези-

са. В этом режиме ветви решений, представленных

на рис. 8b, уже существенно расходятся, и гистерезис

заметно проявляется. Для больших значений часто-

ты D > 0, и гистерезис уже не имеет места. При-

мечательно, что именно при is = ismax
кривая АЧХ,

не имеющая разрывов, имеет максимальную высоту.

Аналитическая формула для определения ismax
бы-

ла найдена в результате приравнивания производной

выражения (20) по Ω к нулю:

ismax
= (20)

=

√

−621α6 + 108α4 + 1296α2 + 64−
√

(9α2 − 4)6

72
√
β

.

Обсудим влияние затухания на обнаруженные эф-

фекты. Оказалось, что увеличение затухания в си-

стеме существенно укорачивает диапазон допусти-

мых частот и сильно поднимает критическое значе-

ние тока ismax
, при этом режим с наличием “выре-

занного” частотного интервала наблюдается в очень

узком диапазоне амплитуд входного тока. В резуль-

тате, для слабых входных сигналов гистерезис мо-

жет иметь место только на малых частотах, но очень

слабо проявляется. Для высоких значений амплиту-

ды входных сигналов возникает сильное ограничение

по частоте сверху. Фактически, область параметров,

обеспечивающих заметное проявление эффекта ги-

стерезиса, существенно уменьшается.

Таким образом, удалось показать, что в системе с

кубической нелинейностью, не обладающей парамет-

рической накачкой, возникает гистерезис на АЧХ.

Показано, что его возникновение, а также связанные

с ним эффекты сильно зависят от исходных парамет-

ров системы; были получены диапазоны параметров

реализации гистерезиса в зависимости от частоты

подаваемого сигнала и его амплитуды.

Отметим также, что одновременное воздействие

и нелинейности, и параметрической накачки в систе-

ме может приводить к очень сильному усилению и

“раскачке” выходного сигнала. Этот режим лежит за

рамками рассмотрения данной статьи. Однако при

достаточно слабой накачке наличие затухания в си-

стеме будет приводить к ограничению выходного то-

ка по амплитуде, и будет иметь место режим с ги-

стерезисом, аналогичный описанному выше, но ха-

рактеризующийся другими значениями параметров.

Заключение. В данной работе было найдено

аналитическое решение, описывающее динамические

процессы в наноразмерном сверхпроводящем интер-

ферометре, включенном в высокодобротный резона-

тор. Детально проанализировано влияние кубиче-

ской нелинейности в системе, а также воздействие

внешней параметрической накачки. Найдены диапа-

зоны параметров для реализации стационарного ре-

жима, а также режимов экспоненциального и линей-

ного роста. Продемонстрировано существенное влия-

ние фазы накачки на динамику системы. Выявлены

фазовые соотношения, обеспечивающие максималь-

ное усиление или подавление сигнала на выходе. По-

казана возможность управления выходящим сигна-

лом за счет варьирования частотной отстройки, что

крайне важно для проектирования элементов мик-

роволновых квантовых систем. Обнаружен гистере-

зис на амплитудно-частотных характеристиках и вы-

явлены диапазоны параметров, обеспечивающих его

реализацию.
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