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Рассмотрение анизотропного космологического фона является интересной и одновременно сложной
задачей теоретической физики, поскольку мы не только предполагаем высокую степень анизотропии на
ранних стадиях развития Вселенной, но и наблюдаем ее в малой степени до сих пор. В этой работе мы
построили действие для возмущений над фоном типа Бианки I в наиболее общей скалярно-тензорной
теории гравитации, теории Хорндески, и оценили влияние отклонения от анизотропного фона на ранее
установленное устойчивое решение, полученное в предыдущих работах.
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1. Вступление. Теория Хорндески [1–4] (см.

[5] для обзора) является наиболее общей скалярно-

тензорной теорией гравитации со вторыми производ-

ными в уравнениях движения, что делает ее интерес-

ной в плане построения новых моделей темной мате-

рии, темной энергии, червоточин и так далее. Однако

построение устойчивых решений теории ограничено

так называемой no-go теоремой [6, 7]. Она была сфор-

мулирована для случая однородного и изотропного

космологического фона а также сферически симмет-

ричного фона. Широко рассматривались также ва-

рианты ее обхода [7–21].

Однако, список задач, рассматриваемых в кон-

тексте теории Хорндески, этим не исчерпывается, и

существуют работы, посвященные изучению анизо-

тропного фона [22, 23]. С космологической точки зре-

ния принято считать, что на ранних этапах инфля-

ции Вселенная была в высокой степени анизотроп-

на [24–26], кроме того, даже сейчас, согласно наблю-

дениям, некоторая степень анизотропии присутству-

ет при измерении микроволнового фона. В связи с

этим, становится актуальным изучение и построение

потенциально несингулярных решений в случае ани-

зотропного фона.

1)См. дополнительный материал к данной статье на сайте
нашего журнала www.jetpletters.ac.ru

2)e-mail: sa.mironov_1@physics.msu.ru; shtennikova@inr.ru

В ранее рассмотренных моделях имеет место no-

go теорема, которая запрещает устойчивые решения

в общей теории Хорндески на всей временной оси.

Однако теорема сформулирована для изотропного

фона, поэтому возникает вопрос, не является ли су-

ществование этой теоремы следствием высокой сим-

метрии пространства-времени. Этот вопрос требует

дальнейшего изучения. С другой стороны, авторы

статьи рассмотрели способ обойти no-go теорему в

изотропном случае [21]. Дело в том, что мы рассмат-

риваем лагранжиан с особым соотношением между

функциями, таким, что единственная скалярная сте-

пень свободы является нединамической над однород-

ным изотропным фоном, и no-go теорема непримени-

ма. Ранее для этой ситуации были построены устой-

чивые решения типа Вселенной с отскоком и Гене-

зиса. В данной работе мы показываем, что этот спо-

соб больше не может быть использован, и решение

на самом деле неустойчиво. Это становится очевид-

ным, если ввести в существующее решение неболь-

шую анизотропию. Полученный результат очень ва-

жен, так как показывает, что попытка избавиться от

одной из степеней свободы системы на определенном

фоне иногда приводит к патологии близких решений.

В данной работе мы рассматриваем возмуще-

ния метрики и скалярного поля над однородным,

но анизотропным фоном типа Бьянки I. Затем ин-

тегрируем нединамические переменные в частично
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калибровочно-инвариантной форме, разрешаем свя-

зи и получаем действие для возмущений. Мы так-

же показываем, как квадратичное действие сводится

к изотропному случаю фридмановской вселенной, и

проверяем, как отклонение от изотропного фона вли-

яет на ранее полученное [21] стабильное решение.

2. Возмущения над анизотропным фоном.

Мы рассматриваем теорию Хорндески со следующим

действием:

S =

∫

d4x
√
−g (L2 + L3 + L4) ,

L2 = F (π,X), (1a)

L3 = K(π,X)�π, (1b)

L4 = −G4(π,X)R+ 2G4X(π,X)
[

(�π)
2 − π;µνπ

;µν
]

,

(1c)

где π – скалярное поле, X = gµνπ,µπ,ν , π,µ = ∂µπ,

π;µν = ▽ν▽µπ, �π = gµν▽ν▽µπ, G4X = ∂G4/∂X , и

т.д.

В данной работе мы рассматриваем анизотроп-

ный фон следующего вида:

ds2 = dt2 −
(

a2(t)dx2 + b2(t)dy2 + c2(t)dz2
)

. (2)

Разложение возмущений метрики hµν по спирально-

стям в этом случае будет следующим:

h00 = 2Φ (3a)

h0i = −∂iβ + ZT
i , (3b)

hij = −2
Hi

H
Ψgij − 2∂i∂jE −

(

∂iW
T
j + ∂jW

T
i

)

+ hTT
ij ,

(3c)

где Φ, β,Ψ, E – скалярные поля, Hi – параметры

Хаббла, отвечающие соответствующим направлени-

ям (здесь и далее i = a, b, c) и H =
1

3
(Ha +Hb +Hc),

ZT
i ,W

T
i - поперечные векторные поля, (∂iZ

T
i =

∂iW
T
i = 0), hTT

ij - поперечный бесследовый тензор.

Также мы обозначаем за χ возмущение скалярного

поля π.

Действие для тензорного сектора возмущений

имеет следующую форму:

S
(2)
h =

∫

dt d3xa3 × (4)

×
[

A5

2

(

ḣij

)2

−A2

(

∆2
ah

TT
ij +∆2

bh
TT
ij +∆2

ch
TT
ij

)

]

.

Здесь точка означает производную по космологи-

ческому времени t, ∆a = a−1∂x,∆b = b−1∂y,∆c =

c−1∂z , коэффициенты Ai являются комбинациями

функций лагранжиана и их производных.

Аналогично изотропному случаю, векторные воз-

мущения оказываются нединамичными, а скаляр-

ные – самыми нетривиальными в разрешении связей.

Без потери общности мы частично воспользуемся ка-

либровочной свободой и с самого начала зафиксиру-

ем ∂i∂jE = 0. Тогда действие второго порядка для

скалярного сектора возмущений принимает вид:

S(2) =

∫

dx abc

(

1

6
A1

∑

i6=j

Ψ̇iΨ̇j +

+
A2

2

∑

i=a,b,c
i6=j 6=k

∆iΨj∆iΨk +A3Φ
2 +

+Φ
(

Ai
4∆

2
i β
)

+A5

∑

i=a,b,c
i6=j 6=k

Ψ̇i

(

∆2
jβ +∆2

kβ
)

+

+Φ
(

Ai
6Ψ̇i

)

+
A7

2
Φ
∑

i=a,b,c
i6=j 6=k

∆2
i (Ψj +Ψk) +

+ Φ
(

Ai
8∆

2
iχ
)

+ χ̇
(

Ai
9∆

2
i β
)

+ χ
(

Ai
10Ψ̈i

)

+

+A11Φχ̇+ χ
(

Ai
12∆

2
iβ
)

+

+ χ
∑

i,j

1

2
Aij

13

(

∆2
iΨj +∆2

jΨi

)

+A14(χ̇)
2
+

+Ai
15 (∆iχ)

2
+A17Φχ+ χ

(

Ai
18Ψ̇i

)

+

+A20χ
2 +

1

2

∑

i,j=a,b,c
i6=j

BijΨiΨ̇j −

−Ψa

(

Bab∆2
yβ +Bac∆2

zβ
)

+

+Ψb

(

Bab∆2
xβ +Bbc∆2

zβ
)

+

+Ψc

(

Bac∆2
xβ −Bbc∆2

yβ
)

)

. (5)

Здесь Ψi = H̄iΨ и H̄i = Hi/H , кроме того, мы под-

разумеваем суммирование по повторяющимся индек-

сам. Явная форма коэффициентов может быть най-

дена в дополнительных материалах – Appendix А3).

Выбор обозначения Ai сделан для явного соответ-

ствия между изотропным и анизотропным случаями;

коэффициенты Bi отвечают слагаемым, которых не

было в изотропном случае. Переменные Ψi вводятся

для удобства и упрощения записи.

3. Введение калибровочно-инвариантных

величин. В этом разделе мы сведем действие

(5) к одной переменной, используя калибровочно-

инвариантные поля.

3)Отменим, что все коэффициенты перед пространственны-
ми производными (кроме A1 и A2) претерпевают “расщепле-
ние”. Это является прямым следствием анизотропии фоновой
метрики. Коэффициенты A1 и A2 так же “расщепятся”, но
только после добавления члена L5 в общую теорию Хорн-
дески.
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Поскольку мы в самом начале частично зафикси-

ровали калибровку, выбрав ∂i∂jE = 0, действие (5)

инвариантно относительно остаточных калибровоч-

ных преобразований:

Φ → Φ + ξ̇0, β → β − ξ0,

χ → χ+ ξ0π̇, Ψ → Ψ+ ξ0H.
(6)

Основываясь на этом, мы вводим новые

калибровочно-инвариантные переменные:

X = χ+ π̇β, (7a)

Yi = Ψi +Hiβ, (7b)

Z = Φ+ β̇. (7c)

И в терминах этих переменных действие прини-

мает следующий вид:

S(2) =

∫

dx abc

(

1

6
A1

∑

i6=j

ẎiẎj +

+
A2

2

∑

i=a,b,c
i6=j 6=k

∆iYj∆iYk +A3Z2 + Z
(

Ai
6Ẏi

)

+

+
A7

2
Z
∑

i=a,b,c
i6=j 6=k

∆2
i (Yj + Yk) + Z

(

Ai
8∆

2
iX
)

+

+X
(

Ai
10Ÿi

)

+A11ZẊ + X
∑

i,j

1

2
Aij

13

(

∆2
iYj +∆2

jYi

)

+

+A14

(

Ẋ
)2

+
(

Ai
15 (∆iX )

2
)

+A17XZ + X
(

Ai
18Ẏi

)

+

+A20X 2 + Cab
3 YaẎb + Cbc

3 YcẎb + Cac
3 YaẎc

)

. (8)

Поле Z, очевидно, является нединамическим, и,

проварьировав по нему действие, мы получаем сле-

дующую связь:

Z = −1

2

1

A3

(

(

Ai
8∆

2
iX
)

+Ai
6Ẏi +

+A11Ẋ
A7

2

∑

i=a,b,c
i6=j 6=k

∆2
i (Yj + Yk) + XA17

)

. (9)

Затем мы подставляем Yi = H̄iY и вводим новое

поле ζ как следующую линейную комбинацию:

ζ = Y + ηX , где (10)

η = 9
A11A4 + 2A3A8

(

4
(

H̄aH̄b + H̄aH̄c + H̄bH̄c

)

A1A3 − 27A4
2
) ,

здесь и далее

A4 =
1

3

∑

l=a,b,c

Al
4H̄l, A8 =

1

3

∑

l=a,b,c

Al
8H̄l. (11)

Поле ζ выделяется как единственная динамиче-

ская переменная, X при этом становится связью. Это

не единственный способ введения динамической пе-

ременной, мы также можем сделать нединамическим

Y. Физически результат, конечно, не зависит от выбо-

ра переменных, но вид действия может измениться.

Таким образом, в терминах ζ и X действие при-

нимает вид:

S(2) =

∫

dx abc

(

(

ζ̇
)2

×

×
(

2

3
A1

(

H̄aH̄b + H̄aH̄c + H̄bH̄c

)

− 9

2

A4
2

A3

)

−

− ζ̇XC3 −
1

2A3
(XC1 − ζC2)

2
+

+MX 2 + ζ2 (m+ C4) + X ζC5

)

, (12)

где

C1 = Σa
k2x
a2

+Σb

k2y
b2

+Σc
k2z
c2

, (13a)

C2 = Θa
k2x
a2

+Θb

k2y
b2

+Θc
k2z
c2

, (13b)

C3 = Λa
k2x
a2

+ Λb

k2y
b2

+ Λc
k2z
c2

, (13c)

C4 = Πa
k2x
a2

+Πb

k2y
b2

+Πc
k2z
c2

, (13d)

C5 = Ξa
k2x
a2

+ Ξb

k2y
b2

+ Ξc
k2z
c2

, (13e)

где Λi,Ξi,Πi,Θ,M,m и Σi - линейные комбинации

коэффициентов Ai, которые могут быть найдены в

дополнительных материалах – Appendix B.

Как мы сказали ранее, теперь становится очевид-

ным, что поле X является нединамическим и соот-

ветствующая ему связь будет следующая:

X =
1

C1
2 − 2MA3

(

(C1C2 +A3C5) ζ −A3C3ζ̇
)

. (14)

После подстановки (14) в (12), мы получаем

S(2) =

∫

dx abc

(

(

ζ̇
)2

×

×
(

2

3
A1

(

H̄aH̄b + H̄aH̄c + H̄bH̄c

)

−

− 9

2

A4
2

A3
+

1

2

A3C3
2

C1
2 − 2MA3

)

+

+ ζ2
(

C4 +
C1C2C5

C1
2 − 2MA3

+

+
1

2

1

abc

[

abc
C1C2C3

C1
2 − 2MA3

])

+

Письма в ЖЭТФ том 119 вып. 5 – 6 2024



Возмущения в теории Хорндески над анизотропным космологическим фоном 333

+ ζ2
(

m+
1

2

A3C5
2 + 2C2

2M

C1
2 − 2MA3

+

+
1

2

1

abc

d

dt

[

abcA3C3C5

C1
2 − 2MA3

]))

. (15)

В действии (15) первое слагаемое – кинетический

член, второе – градиентный (он пропорционален k2),

а третий соответствует массе поля ζ.

4. Изотропный предел. В изотропном случае

b = a, c = a коэффициенты Ci, соответственно, при-

нимают вид:

C1 = A4
(2A1A11 + 9A4A8)
(

4A1A3 − 9A4
2
)

k2

a2
, (16a)

C2 =
2

3
A1

k2

a2
, (16b)

C3 =
9A4A8 + 2A1A11

3A3

k2

a2
, (16c)

C4 =

(

A2 +
1

2

1

a

d

dt

[

A4A1a

A3

])

k2

a2
, (16d)

C5 = 0, (16e)

m = M = 0. (16f)

А действие (15) сокращается до

S(2) =

∫

dt d3xa3

(

GS

(

ζ̇
)2

−FS
(∇ζ)2

a2

)

, (17)

где

GS =
4

9

A3A1
2

A4
2 − A1, (18a)

FS = −1

a

d

dt

[

aA1A7

3A4

]

−A2 =
1

a

d

dt

[

aA5 ·A7

2A4

]

−A2,

(18b)

что соответстует уже известному результату.

5. Проверка стабильности Вселенной с от-

скоком относительно малой анизотропии. Для

дальнейшего анализа теории, мы рассмотрим дей-

ствие (5) в унитарной калибровке χ = 0 и вектором

момента k̄, направленным вдоль оси x, таким обра-

зом, что k̄ = (kx, 0, 0). Затем варьируем действие по

переменным Φ и β и получаем следующие связи:

Φ =
A1

3Ax
4

(

Ψ̇b + Ψ̇c − (Ha −Hb)Ψb − (Ha −Hc)Ψc

)

,

(19a)

k2xβ =
1

Ax
4

(

(

Ψ̇iA
i
4

)

− 1

3
A1k

2
x (Ψb +Ψc)

)

+ (19b)

+
2

3

A1A3

(Ax
4)

2

(

(Ha −Hb)Ψb + (Ha −Hc)Ψc −
(

Ψ̇b + Ψ̇c

))

.

После отрешивания связей, мы получаем действие

относительно переменной Ψ

S(2) =

∫

dt d3xabc

(

GS

(

Ψ̇
)2

+MΨ2 + FS
k2x
a2

Ψ2

)

,

(20)

где

GS =
2

9

A3A1
2

(Ax
4)

2

(

H̄b + H̄c

)2 − 2

3

A1

Ax
4

×

×
(

Ay
4H̄b +Az

4H̄c

) (

H̄b + H̄c

)

+
2

3
A1H̄bH̄c, (21a)

FS = −2A2H̄bH̄c −
1

9a3
(

H̄b + H̄c

)2 d

dt

[

A2
1a

3

Ax
4

]

+

+
A1

2

9Ax
4

(

H̄2
b − H̄2

c

)

(Hb −Hc) , (21b)

явное выражение для коэффициента M нам сейчас

не очень важно. Несмотря на то, что мы по новой

разрешили связи в унитарной калибровке, скорость

звука совпадает с той, которую мы получили из дей-

ствия (15).

Рассмотрим теперь модель с конкретным лагран-

жианом

L =
π2 − τ2

3 (τ2 + π2)2
− π2X

(τ2 + π2)2
+

πX

3 (τ2 + π2)
�π +

1

2
R.

(22)

Этот лагранжиан был получен в работе [21] и отве-

чает ситуации, когда в действии (17) A4 = 0. В этой

моделе существует решение изотропной Вселенной с

отскоком, но без динамических скалярных мод воз-

мущений. Проверим теперь стабильность этого ре-

шения относительно малых отклонений решения от

изотропного, усредненный параметр Хаббла H̄ при

этом остается неизменным

Ha =
t

(τ2 + t2)
+

α

(τ2 + t2)
3/2

,

Hb =
t

(τ2 + t2)
− α

(τ2 + t2)
3/2

,

Hc =
t

(τ2 + t2)
.

(23)

Здесь параметр τ определяет амплитуду отскока, а

α – величина отклонения решения от изотропного

случая (см. рис. 1).

Рис. 1. (Цветной онлайн) Параметры Хаббла
Ha(t),Hb(t),Hc(t), при выборе α = 10, τ = 10.
Решение с отскоком характеризуется наличием изгиба
в начале координат и стремлением к 0 на ±∞
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Квадрат скорости звука c2S , при выборе α = 0.1, τ = 10 (слева) и α = 1, τ = 20 (справа). В
этом случае, квадрат скорости звука будет иметь как минимум 2 симметричные сингулярные точки и стремиться к 0
по мере того, как Вселенная становится изотропной

Рис. 3. (Цветной онлайн) Приближение окрестности сингулярных точек квадрата скорости звука c2S для параметров
α = 0.1, τ = 10

Для анализа стабильности скалярного поля чис-

ленно был построен график квадрата скорости звука

c2S (рис. 2).

Графики (рис. 3) показывают, что в теории (22)

скалярное поле становится неустойчивым даже при

небольшом отклонении от изотропного фона. Это го-

ворит о том, что результат, полученный ранее в рабо-

те [21], является очень частным случаем, напрямую

связанным с изотропией фона.

6. Заключение. В данной работе мы построи-

ли действие для тензорных и скалярных мод воз-

мущений метрического и скалярного полей над ани-

зотропным фоном и проверили, остается ли устой-

чивым полученное ранее решение для Вселенной с

отскоком. Оказалось, что устойчивость возмущений

во Вселенной с отскоком напрямую связана с ее

изотропией и даже при небольших отклонениях от

нее квадрат скорости звука расходится и становит-

ся отрицательным. Тем не менее, наш результат от-

крывает широкие возможности для поиска устой-

чивых решений и может использоваться для поис-

ка мощности спектра анизотропных моделей ранней

Вселенной.
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