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Мы предлагаем еще один способ рассматривать наблюдаемые в когомологической квантовой теории
поля, которые являются инвариантами узлов Хованова(–Рожанского). Для этого мы кратко резюми-
руем наши результаты относительно скачков в аналитических формулах для полиномов Хованова(–
Рожанского). Из эмпирических данных мы заключаем, что здесь имеют место “регулярные” и “стран-
ные” катастрофы, которые кардинально различаются видом связанных с ними скачков в полиномах
Хованова(–Рожанского). Это первый шаг к теории катастроф для наблюдаемых в когомологической
квантовой теории поля.
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1. Введение. В последние несколько десяти-

летий топологические объекты активно изучаются

в физическом контексте, так как они связаны с

непертурбативными эффектами в различных физи-

ческих моделях [1]. Относительно простым, но глу-

боко нетривиальным топологическим объектом яв-

ляются узлы. Узлы возникают как топологи-ческие

классы вильсоновских петель в квантовой теории по-

ля, а инварианты узлов играют роль наблюдаемых в

топологических квантовых теориях поля (таких, как

трехмерная теория Черна–Саймонса), где существе-

нен только топологический класс вильсоновской пет-

ли [2]. С другой стороны, узлы можно использовать

для описания квантовой запутанности, а инвариан-

ты узлов могут иметь приложения к теории тополо-

гического квантового компьютера [3]. В настоящем

письме мы обсуждаем возможный подход к классу

инвариантов узлов, который весьма близок к Теории

катастроф для динамических систем.

Теория катастроф [4] – это мощный метод мате-

матической физики для изучения нелинейных дина-

мических систем [5]. Обычно он применяется к си-

стемам дифференциальных уравнений, но близок по

духу к гомологи-ческому исчислению в топологии [6].

Своего рода гибрид этих двух областей известен как

когомологическая квантовая теория поля (ККТП)

[7–10]. Такие модели представляются очень интерес-

ными и глубокими, и они могли бы быть полез-

ны в различных приложениях как новые инструмен-

ты теории катастроф. Наша задача – использовать

гомологическое исчисление для узлов, чтобы раз-
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вивать “Когомологическую теорию катастроф”. Под

этим мы понимаем изучение семейства конструктив-

но определенных моделей ККТП, связанных с гомо-

логиями Хованова–Рожанского [11–14] для различ-

ных семейств узлов [15–17].

В обычном и изначальном смысле теорий ката-

строф называют метод работы с функциями, кото-

рые в ответ на непрерывное изменение аргумента

испытывают дискретный скачок. Здесь же речь о

функции дискретной величины: набора целых чи-

сел – параметров, задающих узел внутри заданно-

го семейства узлов. Основное сообщение этого пись-

ма состоит в том, что с этой функцией тем не ме-

нее можно работать методом, аналогичным класси-

ческой теории катастроф. А именно, в определенных

областях пространства параметров данная функция

удовлетворяет разностным уравнениям и задается

выражением, которое допускает аналити-ческое про-

должение от целых к произвольным вещественным

значениям параметров (для краткости мы здесь на-

зываем такую зависимость аналитической). В отли-

чие от этого, на границах областей функция меня-

ется скачком, который нарушает аналитическую за-

висимость, а разностные уравнения не выполняются.

Как именно это может происходить, иллюстрируют

примеры ниже. Каждый случай подробнее разобран

в предыдущих работах нашей группы, приведенных

в списке литературы. Здесь мы хотим подвести итог

этим исследованиями и сделать выводы из накоплен-

ного материала.

2. Два основных вида катастроф полино-

мов KhRN . Полином Хованова–Рожанского для ка-

либровочной группы SUN (KhRN) в качестве индек-
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са ранг группы N , зависит от формальной “кван-

товой” переменной q и от формальной “гомологиче-

ской” переменной t, а также равен полиному ХОМ-

ФЛИ в качестве граничного условия при t = −1:

KhRN

(
t = −1, q

)
= HN (q). Коэффициенты при сте-

пенях q и t в KhRN нумеруют размерности гомо-

логий, и поэтому они целые положительные. Ниже

мы называем полином Лорана со всеми положитель-

ными (отрицательными) коэффици-ентами положи-

тельным (отрицательным) полиномом, а полином с

различными знаками коэффициентов – знаконеопре-

деленным.

Формализм R-матриц для полинома ХОМФЛИ

[18] подразумевает, что полиномы ХОФМЛИ для се-

мейства узлов, порожденного эволюцией диаграммы

узла, то есть вставкой в ее некое место повторяюще-

гося фрагмента (например, двунитевой косы с 2n+1

пересечениями), аналитически зависит от парамет-

ров семейства ni через экспоненты λni

i , где λi (кото-

рые мы называем собственными значениями) – об-

щие для семейства узлов, и, более того, для многих

семейств узлов [19]. Удивительным образом, очень

похожее экспоненциальное поведение на тех же се-

мействах узлов наблюдается для полиномов KhRN

[15–17] – с точностью до отдельных скачков в анали-

тических выражениях, которые в силу граничного

условия имеют вид KhRN → KhRN + (1 + t)KhR′′
N .

С тем же успехом можно написать:

KhRN = KhR′
N + (−t)ΘsKhR′′

N ,

Θs =

{
1, s ≥ 0

0, s < 0
,

(1)

– где s зависит как от параметров семейства {ni},
так и от начального узла (с ni = 0), но ни KhR′

N ,

ни KhR′′
N не имеют скачков в окрестности точки

s = 0. Мы называем такие нарушения аналитической

зависимости катастрофами KhRN (по аналогии с

катастрофами аналитических решений нелинейных

ОДУ).

3. Регулярные катастрофы. В настоящем раз-

деле мы рассмотрим случаи, когда KhR′′
N в (1)

есть полином KhRN для двунитевого узла, либо

его небольшая модификация (см. примеры ниже).

Мы называем такие катастрофы регулярными. Ком-

плекс KhRN для двунитевой косы имеет практиче-

ски одинаковый вид для всех N [14]. Поэтому мы

можем сосредоточиться здесь на полиноме Ховано-

ва Kh ≡ KhR2, к которому относятся большинство

наших явных формул.

Двунитевые торические и скрученные узлы. Ос-

новная составляющая в примерах ниже – это Kh

двунитевого торического узла [12], который является

стандартным замыканием двунитевой параллельной

косы (рис. 1a),

KhTor2,2n+1 = (−t)−Θ−nq2nF2n+1(q
2t),

Θn =

{
1, n ≥ 0

0, n < 0
,

F2n+1(λ) = 1 + λ2 1− λ2n

1− λ
=

=

{
1 + λ2 + λ3 + . . .+ λ2n+1, n ≥ 0

−λ− λ−1 − λ−2 − . . .− λ2−2n n < 0
.

(2)

При n > 0 F2n+1(λ) – положительный полином от λ,

чьи коэффициенты есть размерности гомологий Kh.

При n < 0, F2n+1(λ) – отрицательный полином, чьи

коэффициенты не могут быть размерностями гомо-

логий. Однако множитель (−t)−Θ−n изменяет свое

значение с 1 при n > 0 на −t−1 при n < 0 и компен-

сирует знаки2). Граничное условие для Kh сохраня-

ется, так как (−t)Θ−n ≡ 1 при t = −1. Как пока-

зывает непосредственная проверка, (2) согласовано

с зеркальной симметрией для полиномов Хованова

[11], а именно: Kh
Tor2,2n+1

2 (q, t) = Kh
Tor2,−2n−1

2

(
1
q
, 1
t

)
.

Скрученный узел, который получается с помо-

щью замыкающего элемента из двунитевой антипа-

раллельной косы (рис. 1b), имеет полином Kh

KhTw2n = (−t)−Θn(q2t)−2nG2n(q
2t),

G2n(λ) = 1 + λ

(
1 + λ2

) (
1− λ2n

)

1− λ
,

(3)

похожий на таковой для двунитевого торического уз-

ла3). Более того, можно аналогичным образом рас-

смотреть некий гибрид двунитевых торических и

скрученных узлов [21].

Множественные двунитевые косы в “тонких”

крендельных узлах. Следующий случая – это крен-

дельный узел рода g, Pn0,...,ng
(рис. 1c). Как пока-

зано в [16], аналитическая формула для полинома

Kh узла Pn0,...,ng
существует при всех ni > 0. Далее,

есть ряд так называемых регулярных областей в про-

странстве параметров {ni}, где некоторые ni < 0 и

2)Ценой уменьшения всех степеней t на 1, что соответству-
ет сдвигу последовательности гомологических размерностей
на один относительно последовательности пространств ком-
плекса.

3)Заметим, что зеркальный образ скрученного узла имеет
также зеркально отраженный замыкающий элемент (рис. 1b),
так что Tw

−2n – не зеркальный образ Tw2n. В [20] узел (2n)1
– зеркальный образ Tw

−2n, а узел (2n − 1)2 топологически
эквивалентен Tw2n.
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Рис. 1. (a), (b) – Двунитевой торический и скрученный узлы. (c) – Крендельный узел

|ni| достаточно велики, а полиномы Хованова удо-

влетворяют

KhPn0,...,ng = (−t)aKhPn0>0,...,ng>0 (4)

для некоторого a в зависимости от области. В частно-

сти, в наиболее изученном случае крендельного узла

рода 2, полином Kh в регулярных областях задается

как

KhPn0,n1,n2 = (−t)aq3Φn0,n1,n2
(q2t),

Φn0,n1,n2
(λ) = λn0+n1

{
Fn0

( 1
λ

)
Fn1

( 1
λ

)
+

+ F >>n0,n1

(
1
λ

)
F ′
n2
(λ)

}
,

(5)

где F ′ и F >> – слегка измененные версии F из (2):

Fn(λ) = 1 + λ2 1− λn−1

1− λ
,

F ′
n(λ) = λ−1Fn−1 + λn,

F >>n0,n1
(λ) = 1 + λ+ λ2 1− λn0−1

1− λ
+ λ2 1− λn1−1

1− λ
.

(6)

С точностью до циклических перестановок ручек

кренделя и поворота плоскости проекции на π (на

рис. 1c), можно положить n0 ≥ n1 ≥ n2. Тогда (5)

верно для n0 ≥ n1 ≥ n2 > 0 (с a = 0), n0 ≥ n1 >

> 0 > −n1 > n2 (с a = −1), n0 > −n1 > 0 > n1 ≥ n2

(с a = −1), 0 > n0 ≥ n1 ≥ n2 (с a = −2)4).

Полином Φ (5) явно положительный для n0 >

> n1 > n2 > 1. На самом деле, он явно положитель-

ный либо явно отрицательный на всем объединении

4)Области коразмерности 1 с ni = 0 или ni = ±1 должны
рассматриваться отдельно.

регулярных областей, как можно увидеть из экви-

валентных форм (6). Множитель (−t)a в (5) тогда

делает полином Kh явно положительным.

Все крендельные узлы во всех областях “гомо-

логически тонкие”, т.е., их полиномы KhRN полу-

чаются из их полиномов ХОМФЛИ подстановкой

q2 → −tq2, q2N → −tq2N [16]. В частности, это пред-

полагает аналитическую зависимость KhRN от N .

Двунитевой паттерн в сателлитах. Более

сложным случаем являются двунитевые (тори-

ческие и скру-ченные) сателлиты (рис. 2). В [17]

мы изучили такие сателлиты для торических и

скрученных узлов, для простых узлов не более чем

с 7 пересечениями, для отдельных узлов с 8–10

пересечениями, а также для торичесих узлов T [3, 5]

и T [3, 7]. Теперь множитель с Θ возникает как

коэффициент перед одним из слагаемых в ответе:

(q3t)−nKh
SK

Tor2,n = KhTor2,n+s + (qt)−nµKK,

KhSK

Twn = KhTwn+s + (qt)−nτKK,

(7)

где µ = −t−1 1−q6t3

1−q2t
, τ = q(1 + q2t)µ не зависят от

узла, а s – целочисленный инвариант K5).

В (7) Θ-скачки содержатся в KhTor2,n+s (2),

KhTwn+s (3), в то время как функция K – без скачков

по n. Граничное условие при t = −1 для (7) подразу-

мевает, что K лишь немногим отличается от раскра-

шенного полинома ХОМФЛИ. Таким образом K мо-

жет быть использован как заместитель раскрашен-

ного полинома Kh без скачков [17].

4. Странные катастрофы. Ниже мы приводим

некоторые примеры катастроф, которые мы называ-

ем странными, – где скачки не имеют вида (2), и

5)Мы не смогли распознать в s никакой из известных инва-
риантов узла.
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Рис. 2. (a), (b) – Торический и скрученный сателлиты узла-восьмерки

где KhR′′
N из (1) не содержится очевидным образом

в KhRN .

“Толстые” крендельные узлы Помимо описан-

ных ниже “регулярных” областей6), существуют

исключи-тельные области −n1 < n2 < 0 < n1 ≤ n0

и n2 < n1 < 0 < n0 < −n1. Скачок полинома

KhR крендельного узла рода два вблизи границы,

например, первой исключительной области имеет

вид

KhPn0,n1,n2 = q3Φexc
n0,n1,n2

(q2t),

Φexc
n0,n1,n2

(λ) = λn0+n1+n2 ×

×
{
λn2Φexc(1)(λ) + (−t)ΘexcΦexc(2)(λ)

}

Φexc(1) = Fn0+n2

( 1
λ

){
Fn1+n2−1

( 1
λ

)
+

1

λ

}
,

Φexc(2) = fn2−1

( 1
λ

)
F ′
n2+1

(
λ
)
,

(8)

где fn(λ) = 1−λn−1

1−λ
, и Θexc ={

1, −min(n1, n2) < n2 < 0 < n1, n2

0, иначе
.

Здесь нужно обратить внимание на два особых

свойства крендельных узлов в исключительных об-

ластях. Во-первых, “поправка” Φexc(2) – это един-

ственный член в KhPn0,n1,n2 , который содержит n2

в двух множителях одновременно. В этом смысле7)

Φexc(2) и KhPn0,n1,n2 в исключительной области зави-

сят от (q2t)2n2 вместо (q2t)n2 .

Во-вторых, в исключительных областях крен-

дельные узлы “гомологически толстые”, т.е. их

6)И не рассмотренных здесь вырожденных случаев
{n0, n1, n2} ∈ {0,±1}

7)Мы называем это явление ускоренной эволюцией в [16].

KhRN не получаются из соответствующих ХОМ-

ФЛИ только лишь подстановкой, которая сохраняет

аналитическую зависимость от N [16]. В согласии с

этим, компьютерные вычисления с помощью KhoCa

[22] (применимы, когда одно из ni четно) показыва-

ют скачок полинома KhRN как функции N между

N = 2 и N = 3 (с аналитической зависимостью для

N ≥ 3), для крендельных узлов как рода два, так и

старших родов.

Зеркальная симметрия для многонитевых то-

рических и для сателлитных узлов. В [15] полином

Kh для положительной трехнитевой торической ко-

сы выражался как функция числа пересечений с дву-

мя ветвями:

KhTor3,3n+p(q, t) = Kp
3,n(q, t), p = 1, 2, n > 0. (9)

Хотя полином Хованова обладает зеркальной сим-

метрией по построению [11]:

KhTor3,3n+1(q, t) = KhTor3,−3n−1
(
1
q
, 1
t

)
(10)

– функция K ей не обладает. Вместо этого K1
3,n(q, t) =

= − 1
t
K2

3,n

(
1
q
, 1
t

)
. Начиная с четырех нитей, анало-

гичные формулы для торических узлов T [m,nm+ p]

(1 ≤ p ≤ m − 1 и взаимно просто с m) содержат

функцию Kp
m,n(q, t), знаконеопределенную для отри-

цательных n. Полином Kh этих узлов задается дру-

гой аналитичес-кой функцией K̃p
m,n(q, t), и, напри-

мер, K̃1
4,n(q, t) 6∼ K−1

4,n(
1
q
, 1
t
), и аналогично для боль-

шего числа нитей. Кроме того, узлы Torm,∓1 при

n = 0 – тривиальные узлы с Kh = 1, что не является

значением соответствующей аналитической функции

ни для положительных, ни для отрицательных n.

Мы наблюдали аналогичную проблему для тех

неторических четырехнитевых узлов, которые явля-

ются двунитевыми сателлитами двунитевых узлов,
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как и для двунитевых сателлитов скрученных узлов,

а также для скрученных сателлитов обоих типов уз-

лов. Явные выражения для положительных и отри-

цательных узлов даны в [23], и они действительно

связаны нетривиально.

Собственные значения для многонитевых тори-

ческих и для сателлитных узлов. Полиномы Kh и

даже KhN для всех торических узлов содержат за-

висимость от числа пересечений в виде двунитевого

множителя fn(λ) =
1−λn

1−λ
. Но чем больше растет чис-

ло нитей, тем больше возникает собственных значе-

ний λ [15]. А именно, для некоторых положительных

полиномов P±
I (q, t) (ниже I ∈ {∅, 1, 2, 12, 13, 23, 24}),

N = 2 Λ = −q2t (11)

λ1 = q4t2K2,2n+1 = Λn
{
1 + P±(q, t)fn(λ1)

}

λ2 = q6t4K3,3n±1 = Λn
{
1 + P±

1 (q, t)fn(λ2)
}

λ3 = q8t6K4,4n±1 = Λn
{
1 + P±

1 (q, t) 1
1−λ1

×

×
(
P±
12(q, t)f2n(λ2) + P±

23(q, t)fn(λ3)
)}

n > 0.

Однако число собственных значений растет также

вместе с рангом калибровочной групыы N при n > 2.

Например,

N = 3 λ4 = q8t5, 3Λ = −q4t,

3K4,4n±1 = 3Λ
n
{
1 + P±

2

1

(1 − λ1)2
f2n(λ2) + P±

1 (q, t)×

×
1

(1− λ1)(1− λ2
1)

(
P±
13(q, t)fn(λ3)+P±

24(q, t)fn(λ4)
)}

.

(12)

Четырехнитевые собственные значения также при-

сутствуют в полиномах Kh для двунитевых ториче-

ских и скрученных сателлитов торических и скру-

ченных узлов [23].

Таким образом, присутствие экспонент, отличных

от λ = q2t (катастрофа по λ), нетривиальное соотно-

шение Kh = KhR2 и KhR3 (катастрофа по N) и

странная катастрофа (по числу пересечений n), свя-

занная с нетривиальной зеркальной симметрией по-

линома KhRN , – для одного и того же узла – как

будто имеют нечто общее друг с другом.

5. Заключение. Основываясь на примерах вы-

ше, мы различаем два вида катастроф полиномов

KhRN относительно вида скачка в аналитическом

выражении для KhRN . Катастрофы, которые мы на-

зываем регулярными, приводят к скачку (1) с по-

ложительными полиномами KhR′
N и KhR′′

N (кото-

рые в этом смысле содержатся в KhRN во всем про-

странстве параметров). Более того, KhR′′
N состав-

лен из полиномов KhRN для двунитевой косы, един-

ственный скачок в каждом из которых происходит

при N = 0 и необходим, чтобы обеспечить поло-

жительность полинома KhRN [15–17]. Мы предпо-

лагаем, что регулярные катастрофы случаются, ко-

гда комплекс KhRN содержит подкомплекс для по-

ложительной двунитевой косы, и он “переключается”

в подкомплекс для отрицательной двунитевой косы

[24, 25].

Другие катастрофы, которые мы называем стран-

ными, приводят к скачкам, где полиномы KhR′
N и

KhR′′
N в (1) не обязательно положительные [15–17]

(в отличие от KhRN). Более того, аналитическая за-

висимость полиномов KhRN от параметров семей-

ства узлов может всерьез различаться по обе сто-

роны скачка. Такие скачки случаются, когда ана-

литическая зависимость содержит экспоненты λk
ni

с λk, отличными от двунитевого значения λ = q2t.

Например, новые λk появляются в двунитевых мно-

жителях fn(λk) в наших формулах для торических

узлов с более чем двумя нитями, а также из чле-

на Fn2
(q2t)F ′

n2
(q2t) ∼

(
q4t2

)n2
+ . . . в наших фор-

мулах для “толстых” крендельных узлов. Наиболее

удивительно, что полиномы KhRN вблизи странной

катастрофы имеют скачки в аналитической зависи-

мости от N для некоторого N = N0. Более того,

мы предполагаем здесь наличие подкомплекса (ком-

плекса KhRN), который является не двунитевым, но

является периодическим, и содержит отображения,

вырождающиеся при некоторых значениях N . “Схло-

пывание” такого подкомплекса и вызывает странную

катастрофу KhRN .

Наша следующая цель таким образом состоит

в изучении комплексов KhRN для обсуждавшихся

здесь семейств узлов, особенно когда для них слу-

чаются катастрофы. Мы ожидаем, что это поможет

нам как понять уже обнаруженные явления, так и

сделать новые предсказания для более общих се-

мейств узлов.

Мы надеемся, что наш подход даст новые инстру-

менты для построения и изучения ККТП, как и для

того, чтобы сделать гомологические инварианты уз-

лов более прозрачными через их интерпретацию как

наблюдаемых в ККТП.
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