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Рассмотрено обобщенное преобразование Мутара стационарного осесимметричного уравнения Шре-
дингера. Показано, что суперпозиция двух преобразований Мутара может привести к новым потенци-
алам для проблемы собственных значений. Примеры двумерных потенциалов и точных решений для
стационарного осесимметричного уравнения Шредингера получены применением двукратного преобра-
зования Мутара.
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Введение. Стационарное уравнение Шрединге-

ра (∆− u (x, y, z))Y (x, y, z) = 0, где ∆ – оператор

Лапласа, представляет большой интерес, поскольку

описывает различные физические явления. В случае

u = −E + v (x, y, z) это уравнение описывает нере-

лятивистскую квантовую систему с энергией E [1], в

случае u = −ω2/c (x, y, z)
2

уравнение описывает аку-

стическую волну с частотой ω в неоднородной среде

со скоростью звука c [2]. Многие физические среды

обладают осевой симметрией. В случае осевой сим-

метрии стационарное уравнение Шредингера в сфе-

рических координатах имеет вид

(

∂
∂r

(

r2 ∂
∂r

)

r2
+

∂
∂θ

(

sin (θ) ∂
∂θ

)

r2 sin (θ)
− u (r, θ)

)

Y (r, θ) = 0.

(1)

Важность существования точно решаемых задач

квантовой механики бесспорна. Под точно решаемой

моделью понимается модель, позволяющая получать

точные решения в явном виде. Такие модели важны

не только для описания физических систем, но и слу-

жат надежным начальным приближением при по-

строении теории возмущений, а также полезны для

тестирования численных алгоритмов. Поэтому поиск

новых точных решений уравнения Шредингера яв-

ляется актуальной темой научных исследований, при

этом используются различные методы решения [3–9].

Полезным инструментом для исследования одно-

мерного уравнения Шредингера является преобразо-

вание Дарбу [10]. Преобразование Мутара [11, 12] яв-

ляется обобщением преобразования Дарбу для плос-

кого двумерного уравнения Шредингера. В статьях
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[13, 14] было рассмотрено нелокальное преобразо-

вание Дарбу двумерного стационарного уравнение

Шредингера в декартовых координатах и была уста-

новлена его связь с преобразованием Мутара. В

статье [15] рассмотрено нелокальное преобразование

Дарбу стационарного осесимметричного уравнение

Шредингера и показано, что частный случай нело-

кального преобразования Дарбу является обобще-

нием преобразования Мутара. В настоящей статье

рассмотрена задача на собственные значения для

аксиально-симметричного уравнения Шредингера и

получены новые двумерные потенциалы и точные ре-

шения в качестве применения обобщенного преобра-

зования Мутара.

2. Обобщенное преобразование Мутара в

сферических координатах. В результате перехо-

да от цилиндрических к сферическим координатам

формулы обобщенного преобразования Мутара из

работы [15] принимают вид

∂
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=

= sin (θ) r (Y0 (r, θ))
2 ∂
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.
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Здесь Y0 и Y – решения уравнения (1) с начальным

потенциалом u. Функция Ỹ , определяемая как реше-

ние совместной системы уравнений (2) и (3), являет-

ся решением уравнения (1) с новым потенциалом ũ.

Заметим, что Y = Y0, Ỹ = 1
Y0 sin(θ)r является про-

стым примером решения уравнений (2) и (3).

В статьях [15, 16] были получены примеры дву-

мерных потенциалов и точных решений стационар-

ного осесимметричное уравнения Шредингера на ос-

нове формул обобщенного преобразования Мутара.

Эти примеры показывают, что повторное примене-

ние обобщенного преобразования Мутара может при-

вести к более интересным для физической интерпре-

тации потенциалам, чем потенциалы, полученные од-

нократным преобразованием. В частности, повтор-

ное применение обобщенного преобразования Му-

тара эффективно для получения потенциалов, не

имеющих особенностей. Для двумерного плоского

уравнения Шредингера в декартовых координатах

в статье [17] было показано, что двукратное при-

менение классического преобразование Мутара эф-

фективно для получения несингулярных потенциа-

лов. Аналогично, несингулярные потенциалы в ци-

линдрических координатах могут быть получены с

помощью двукратного обобщенного преобразования

Мутара [15, 16] .

При изучении преобразований Мутара уравне-

ния Шредингера с осевой симметрией было обна-

ружено еще одно интересное свойство двукратных

преобразований [15], а именно, возможность полу-

чить одинаковое преобразование для собственных

функций с разными собственными значениями. Де-

ло в том, что для задачи на собственные значения

u = −k2 + v(r, θ) в случае однократного применения

преобразования Мутара (4), используя выбранную

собственную функцию Y0 (r, θ, k), соответствующую

собственному значению k, новый потенциал имеет

вид ũ = −k2 + ṽ (r, θ, k). Поскольку ṽ содержит за-

висимость от k, получаются разные преобразования

для собственных функций с разными собственными

значениями. Аналогично классическое преобразова-

ние Мутара в двумерном плоском случае приводит к

различным преобразованиям для собственных функ-

ций с разными собственными значениями. В отли-

чие от преобразования Мутара, преобразование Дар-

бу дает нам преобразования всех собственных функ-

ций. Это различие между двумерным случаем и од-

номерным случаем, по-видимому, отражается в из-

вестном факте о интегрируемости в двумерном слу-

чае только на выбранном уровне энергии (см., напри-

мер, [18, 19]).

Рассмотрим u = −k2 и выберем собственную

функцию Y0 = sin (kr cos (θ)). Из (4) получаем

ũ = −k2 + 2
k2

(sin (kr cos (θ)))
2 +

1

r2 (sin (θ))
2 . (5)

Это пример зависимости ṽ от k. Чтобы избежать этой

зависимости, мы используем двукратное преобразо-

вание Мутара. В результате перехода от цилиндриче-

ских к сферическим координатам формулы для су-

перпозиции двух обобщенных преобразований Мута-

ра из работы [15] имеют вид

˜̃u = u (r, θ)−

− 2

(

∂2

∂r2
+

1

r

∂

∂r
+

1

r2
∂2

∂θ2

)

ln (F (r, θ)) , (6)

∂F

∂θ
= sin (θ) r2

(

∂Y2

∂r
Y1 −

∂Y1

∂r
Y2

)

, (7)

∂F

∂r
= − sin (θ)

(

∂Y2

∂θ
Y1 −

∂Y1

∂θ
Y2

)

. (8)

Здесь Y1 и Y2 – решения уравнения (1) с начальным

потенциалом u.

Уравнения (7), (8) инвариантны относительно за-

мены Y1 → Y2, Y2 → Y1, F → −F , что отражает

коммутативность обобщенных преобразований Му-

тара. Результат не зависит от порядка выбор функ-

ций Y1, Y2 для преобразования. Отметим также, что

F определяется с точностью до умножения на кон-

станту. Простые примеры решений уравнения (1)

с потенциалом (6) можно получить по формулам
˜̃Y1 = Y1F

−1, ˜̃Y 2 = Y2F
−1.

3. Примеры потенциалов и точных ре-

шений. Рассмотрим u = −k2, Y1 = sin(kr cos(θ)),

Y2 = cos(kr cos(θ)). Из уравнений (7), (8) получаем

F = r2 (sin (θ))2+C, где C – произвольная константа.

Из формулы (6) получаем новый потенциал

˜̃u = −k2 + 4
r2 (sin (θ))

2 − C
(

r2 (sin (θ))
2
+ C

)2 . (9)

Здесь ˜̃v не зависит от k, и мы получили новую задачу

на собственные значения. В качестве решения исход-

ной задачи на собственные значения с u = −k2 мы

будем рассматривать плоскую волну eikr cos(θ). Про-

ведя двукратное преобразование Мутара или вос-

пользовавшись простой формулой Y2F
−1 + iY1F

−1

мы получаем следующее решение уравнения (1) с по-

тенциалом (9)

eikr cos(θ)

r2 (sin (θ))
2
+ C

. (10)
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В качестве другого примера рассмотрим два ре-

шения уравнения (1) с потенциалом u = −k2

Y1 =
Jp+1/2 (kr)P (p, cos (θ))

√
r

, (11)

Y2 =
Yp+1/2 (kr)P (p, cos (θ))

√
r

, (12)

где p – параметр, Jp+1/2, Yp+1/2 – функции Бесселя

первого и второго рода, P – функция Лежандра пер-

вого рода. Из уравнений (7), (8) получаем F , завися-

щую только от θ

Fp (θ) = −

∫

sin (θ) (P (p, cos (θ)))2 dθ. (13)

Из формулы (6) получаем новый потенциал

˜̃up = −k2 − 2
∂2

∂θ2 ln (Fp (θ))

r2
, (14)

где ˜̃v не зависит от k. Заметим, что ˜̃v = f(θ)
r2 имеет

вид потенциала Калоджеро–Мозера. Проблема инте-

грируемости потенциалов типа Калоджеро–Мозера

продолжает привлекать внимание исследователей в

области математики и физики [20].

При целых неотрицательных значениях парамет-

ра p функцию F можно получить в явном виде. Так

для p = 0, 1, 2 мы имеем

F0 (θ) = cos (θ) + C,F1 (θ) = (cos (θ))3 + C,

F2 (θ) =
(

9 (cos (θ))
4 − 10 (cos (θ))

2
+ 5
)

cos (θ) + C,

где произвольные константы C для каждой Fp, есте-

ственно, могут быть выбраны независимо.

Из (14) получаем соответствующие потенциалы

˜̃u0 = −k2 + 2
C cos (θ) + 1

(F0 (θ))
2
r2

, (15)

˜̃u1 = −k2 + 6
N1 (θ)

(F1 (θ))
2 r2

, (16)

˜̃u2 = −k2 + 10
N2 (θ)

(F2 (θ))
2 r2

, (17)

где

N1 (θ) = cos (θ)
((

3 (cos (θ))2 − 2
)

C + (cos (θ))3
)

,

N2 (θ) =
(

45 (cos (θ))
4 − 54 (cos (θ))

2
+ 13

)

cos (θ)C +

+
(

9 (cos (θ))
4
+ 72 (cos (θ))

2 − 70
)

(cos (θ))
4
+ 5.

В качестве примеров точных решений задачи

рассеяния с потенциалами (15)–(17) мы снова рас-

сматриваем плоскую волну eikr cos(θ) для исходно-

го u = −k2 и применяем двукратное преобразование

Мутара с соответствующими Y1 и Y2 из формул (11)

и (12). В результате получаем следующие точные ре-

шения
˜̃Y 0 = eikr cos(θ)

(

1 +
i

krF0 (θ)

)

, (18)

˜̃Y 1 = eikr cos(θ)

(

1 + 3
cos (θ) (ikr cos (θ)− 1)

k2r2F1 (θ)

)

, (19)

˜̃Y 2 = eikr cos(θ)

(

1 +
M (r, θ, k)

k3r3F2 (θ)

)

, (20)

где

M (r, θ, k) = 5 i
(

3 (cos (θ))2 − 1
)

((

3 (cos (θ))
2 − 1

)

r2k2 + 6 ikr cos (θ)− 6
)

.

4. Результаты и обсуждение. Собственная

функция задачи на собственные значения двумерно-

го оператора Шредингера позволяет получить пре-

образование Мутара для потенциала. Однако резуль-

тирующий потенциал зависит от собственного значе-

ния, соответствующего собственной функции. В ста-

тье показано, что в ряде случаев двукратное при-

менение преобразования Мутара приводит к тому,

что можно получить потенциал, не зависящий от соб-

ственных значений. Важно отметить, что преобразо-

вание Мутара для получения новых решений требует

квадратур, поэтому получение собственных функций

в явном аналитическом виде для нового потенциа-

ла не всегда возможно. Если для нового потенциа-

ла собственные функции получаются в явном виде,

то мы можем говорить о новой разрешимой двумер-

ной проблеме собственных значений. Здесь говорит-

ся, что задача разрешима, если она позволяет полу-

чить решения в явной аналитической форме. В этой

статье приведены примеры новых разрешимых задач

на собственные значения в случае оператора Шре-

дингера с осевой симметрией. Для новой решаемой

задачи можно попробовать еще раз построить дву-

кратное преобразование Мутара. Нахождение всех

разрешимых задач на собственные значения опера-

тора Шредингера, которые можно получить с помо-

щью двукратного преобразования Мутара, остается

открытой проблемой.
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Никаких дополнительных грантов на проведение или

руководство данным конкретным исследованием по-

лучено не было.
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