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Теоретически исследовано переходное излучение бесселева пучка релятивистских электронов. Вы-
числен форм-фактор, определяющий возможность реализации интенсивного когерентного излучения
от бесселева пучка. Сравниваются результаты для бесселевых и гауссовых полых пучков. Для анали-
за характеристик переходного излучения рассмотрена мишень в виде двумерного плоского фотонного
кристалла.
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1. Введение. Световые бесселевы пучки сего-

дня хорошо известны. В основном они изучают-

ся в контексте закрученного излучения, т.е. фото-

нов, обладающих орбитальным угловым моментом.

Интерес к бесселевым пучкам обусловлен их ста-

бильностью и способностью самовосстанавливаться

[1–3], а также невосприимчивостью к дифракции

(в том смысле, что они не расширяются при распро-

странении) [2, 4]. Однако функциями Бесселя можно

описывать не только электромагнитные волны, но и

заряженные частицы, в том числе полые электрон-

ные пучки [2, 5].

Полые электронные пучки занимают особое ме-

сто в современной оптике, ускорительной и ядерной

физике. Их уникальная структура, характеризующа-

яся отсутствием частиц в центральной области и на-

личием электронов в кольцевой области, открыва-

ет новые возможности для исследований в различ-

ных областях физики высоких энергий. Например,

в аттосекундной оптике можно формировать атто-

секундные электронные сгустки с помощью наново-

локон, так что возникающие электронные сгустки

будут существенно полыми [6]. Также, в пироэлек-

трических ускорителях формируются кольцеобраз-

ные электронные пучки [7]. Будучи драйверами для

ионов, полые электронные пучки могут разгонять

ионы в плазме до высоких скоростей [8, 9]. В ядер-

ной физике полые электронные пучки известны как

полые электронные линзы и используются для кол-

лимации пучков протонов [10, 11].

2. Распределение электронов в бесселевом

пучке. Бесселевы световые пучки рассматривают-

ся преимущественно в рамках квантовой электро-
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динамики, где функция Бесселя n-го порядка Jn
определяет волновую функцию частицы ψ. Вви-

ду корпускулярно-волнового дуализма аналогичную

волновую функцию записывают и для электронов.

Для электрона, движущегося вдоль оси z, в цилин-

дрической системе координат имеем [2]:

ψ(r, t) = Jn(ρkρ)e
inϕeizkz−iωt, (1)

где r = (ρ, z), n – целое число, kz и kρ – продольная

и перпендикулярная компоненты волнового вектора,

k2 = k2ρ + k2z = 2mω/~, m – масса электрона, ~ –

постоянная Планка, ω – частота.

Обсуждая бесселевы пучки, нередко имеют вви-

ду, что при n > 0 электроны обладают угловым

моментом и имеют форму набора вложенных колец

с нулевой плотностью вероятности в начале коор-

динат, т.е. являются полыми. В данной работе мы

ограничимся рассмотрением полых бесселевых пуч-

ков без углового орбитального момента. Величина

ψψ∗ определяет тогда распределение плотности ве-

роятности, которая аналогична классической функ-

ции поперечного распределения электронов внутри

аксиально симметричного пучка:

fn(ρ) = AnJ
2
n(ρ/σ), (2)

ρ = (x, y) = ρ(cosϕ′, sinϕ), An – нормировочный ко-

эффициент, σ – геометрический параметр пучка.

В данной статье ограничимся рассмотрением

только случая n ≥ 0. При n = 0 эта функция

описывает обычный сплошной в поперечном рас-

пределении пучок (так как J0(0) 6= 0), для n > 0 –

полый пучок (так как Jn>0(0) = 0). Параметр σ

имеет размерность длины, для n = 0 он определяет

характерный поперечный размер сплошного пучка,
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для n > 0 он определяет толщину кольца пучка и

размер внутренней полости, см. рис. 1a. От значения

порядка функции Бесселя также зависит радиус

кольца пучка, см. рис. 1b.

Рис. 1. (Цветной онлайн) График зависимости функ-
ции поперечного распределения электронов внутри
бесселевого пучка (а) – от ρ для разных значений σ

для n = 1, (b) – от ρ/σ для разных значений n

При описании бесселевых пучков есть ряд инте-

ресных деталей.

Первое, часто функции Бесселя используют для

описания нерелятивистских электронных пучков.

Однако классическое описание позволяет рассматри-

вать также и релятивистские пучки. Существует так-

же обобщение описания бесселевых пучков на языке

уравнения Дирака [12], позволяющее учитывать эф-

фекты квантовой электродинамики.

Второе, создать идеальный бесселев пучок невоз-

можно, поскольку он не нормируется по мощности.

На языке классической электродинамики это озна-

чает, что плотность вероятности (2) не нормируется

на единицу. Поэтому обычно говорят о квазибессе-

левых пучках. В таком подходе тоже можно перехо-

дить к квазиклассическим пучкам, ограничивая нор-

мировочный интеграл сверху. Выбирать это ограни-

чение можно исходя из экспериментальных данных

по генерации бесселевых электронных пучков, кото-

рые свидетельствуют о том, что на данный момент

регистрируется только первых несколько колец рас-

пределения – от 1 до 5.

Нормировочный коэффициент An обычно нахо-

дится из условия:
2π
∫

0

dϕ

σηn→+∞
∫

0

dρρfn(ρ) = 1. (3)

Однако для функции (2) такой коэффициент не мо-

жет быть найден из-за бесконечности верхнего преде-

ла в интеграле по dρ. Найдем условия, при которых

можно ограничить этот интеграл сверху.

Для больших аргументов ρ/σ ≫ 1 известна

асимптотика для функции Бесселя:

Jn

( ρ

σ

)

≈
√

2σ

πρ
cos
( ρ

σ
− πn

2
− π

4

)

, (4)

откуда можно получить приблизительные значения

для нулей функции fn(ρ):

ηn =
ρs
σ

≈ 3π

4
+
πn

2
+ π(3n+ 1), (5)

где s – целое число, такое, что s = 0 определяет пер-

вый минимум в распределении (если пучок полый,

то полость надо считать нулевым минимумом), т.е.

s+1 – это номер минимума. Это приближение хоро-

шо работает для s ≫ n. Для определенности, поло-

жим s = 3n+1 (т.е. ограничим интеграл минимумом

с номером 3n+ 2), тогда можно ввести верхний пре-

дел для интегрирования в (3):

σηn ≈ σ
7π

4
(1 + 2n). (6)

Тогда, подставляя функцию (2) в (3), заменяя верх-

ний бесконечный предел интегрирования на (6), по-

лучим нормировочный коэффициент:

An =
1

πσ2η2n
(J2

n(ηn)− Jn+1(ηn)Jn−1(ηn))
−1. (7)

Так как ηn определению такое, что Jn(ηn) ≈ 0, то

первым слагаемым в (7) можно пренебречь. Тогда,

пользуясь рекуррентными соотношениями, получим:

An = 1/(πσ2η2nJ
2
n+1(ηn)). (8)

Продольное распределение электронов в пучке не

влияет на обсуждаемые в данной работе эффекты и

может быть произвольным.

Вместо аналитически полученной в формуле (6)

величины ηn можно выбирать любой ноль функции

Бесселя, в зависимости от того, сколько вложенных

колец содержит поперечный профиль электронного

пучка.

3. Форм-факторы пучка. Интенсивность пере-

ходного излучения в условиях полной временной ко-

герентности можно представить в виде [13, 14]:

IN ≈ I1N
2F, (9)
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где I1 – интенсивность излучения от одного электро-

на, F – форм-фактор пучка, N – число электронов в

пучке, такое, что N ≫ 1. В общем случае функция F

определяется распределением электронов в продоль-

ном и поперечном направлении относительно скоро-

сти пучка. В условиях полной временной когерент-

ности, которые реализуются, когда длина пучка мно-

го меньше длины волны, влиянием продольного рас-

пределения можно пренебречь и тогда форм-фактор

рассчитывается по формуле [13, 14]:

F ≈ Ftr =

∣

∣

∣

∣

∫

d2ρfn(ρ)e
−ikρρ

∣

∣

∣

∣

2

, (10)

где kρ – компонента волнового вектора излучения,

перпендикулярная скорости пучка.

Подставляя (2) и (7) в (10), получим:

Ftr =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

An

2π
∫

0

dϕ

σηn
∫

0

dρρJ2
n(ρ/σ)e

−ikρρ cosϕ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (11)

После интегрирования по азимутальному углу

получим:

Ftr =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

η2nJ
2
n+1(ηn)

ηn
∫

0

dρ̃ρ̃J2
n(ρ̃)J0(kρσρ̃)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2

. (12)

Здесь была проведена замена переменных: ρ̃ = ρ/σ.

Далее, воспользуемся известными разложениями:

J2
n(ρ̃) =

1

π

π
∫

0

dθJ2n(2ρ̃ sin θ), (13)

J0(kρσρ̃)J2n(2ρ̃ sin θ) =
ρ̃2n sin2n θ

Γ(2n+ 1)
×

×
∞
∑

s=0

(−1)s(σkρρ̃)
2s

22ss!Γ(s+ 1)
F

(

−s,−s, 2n+ 1,

(

2 sin θ

σkρ

)2
)

,

(14)

где Γ – гамма-функция, F = 2F1 – гипергеометриче-

ская функция. Вычисляя интегралы, получим

Ftr =

∣

∣

∣

∣

η2nn
22n(n!)2J2

n+1(ηn)

∞
∑

s=0

(−1)s(σkρηn)
2s

22s(s!)2(1 + n+ s)
×

×3F2

[

n+
1

2
,−s,−s;n+ 1, 2n+ 1;

4

σ2k2ρ

] ∣

∣

∣

∣

2

. (15)

На рисунке 2 представлены графики зависимости

поперечного форм-фактора от параметра kρσ для

разных значений n. Из графика видно, что полная

пространственная когерентность излучения (други-

ми словами, Ftr ≈ 1) для полого пучка достигается

для меньшего диапазона параметров, чем для сплош-

ного пучка. С другой стороны, характер зависимо-

сти форм-фактора от длины волны (или частоты),

которая содержится в kρ, для полого пучка и сплош-

ного совпадает: форм-фактор убывает от единицы

до нуля в обоих случаях, осциллируя на больших

частотах.

Рис. 2. (Цветной онлайн) График зависимости попереч-
ного форм-фактора бесселевого пучка от kρσ для раз-
ных значений порядка функции Бесселя n

Теперь рассмотрим три бесселевых пучка, кото-

рые имеют только одно кольцо/пятно и имеют при-

близительно одинаковый внешний радиус: с n = 0

(сплошной) и два полых: с n = 1 и n = 2. Такие

пучки описываются функциями распределения:

f0(ρ;σ) = A0(σ)J
2
0

( ρ

σ

)

, (16)

f1(ρ; 0.63σ) = A1(0.63σ)J
2
1

( ρ

0.63σ

)

, (17)

f2(ρ; 0.47σ) = A2(0.47σ)J
2
2

( ρ

0.47σ

)

, (18)

где множители 0.63 и 0.47 обусловлены отношением

первых нулей функций J0(x), J1(x), и J2(x). Так как

пучки имеют одинаковый внешний радиус, функции

(16)–(18) определены на интервале ρ от 0 до ση0, где

η0 = 2.4 и нормированы на единицу. Функции рас-

пределения таких пучков изображены на рис. 3а, а

поперечные форм-факторы – на рис. 3b.

Видно, что в целом форм-факторы достаточно

близки, что качественно совпадает с анализом в [15],

проведенным для гауссовых сплошного и полого пуч-

ков. Это согласуется с тем обстоятельством, что ес-

ли ограничиться рассмотрением полых электронных
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Рис. 3. (Цветной онлайн) (a) – Функции распределения
пучков с одинаковым внешним радиусом, см. (16)–(18);
(b) – зависимости поперечного форм-фактора от kρσ

для этих пучков

пучков с одним кольцом плотности, то функция рас-

пределения хорошо аппроксимируется гауссовым по-

лым распределением, см. рис. 4а и [15]:

fGauss(ρ) =
exp
[

−(ρ− µ)2
]

πσ2(
√
πµ[1 + erf(µ)] + e−µ2)

, (19)

где µ = r0/σ, r0 – радиус кольца, а σ характеризует

толщину кольца. В таком случае поперечные форм-

факторы бесселева и гауссова пучков/распределений

полностью совпадают, см. рис. 4b. Для вычисления

форм-фактора пучка с бесселевой функцией распре-

деления верхний предел интегрирования равен пер-

вому нулю функции Бесселя (η1 = 3.83).

4. Решеточное переходное излучение. До

сих пор мы анализировали поведение форм-фактора

F . Это ключевая величина, позволяющая описать

особенности когерентного режима излучения. Одна-

ко экспериментально наблюдается переходное излу-

чение, определяемое формулой (9), в котором форм-

фактор умножается на интенсивность излучения от

отдельного электрона. Мы рассмотрим более деталь-

но переходное излучение от плоского двумерного фо-

Рис. 4. (Цветной онлайн) (a) – Сравнение функции рас-
пределения полого электронного пучка, определяемой
функцией Бесселя (черная сплошная кривая) и гаус-
совой экспонентой (красная пунктирная кривая) при
µ = 1.85 (примерно половина от нуля функции Бессе-
ля); (b) – форм-факторы для этих сгустков

тонного кристалла, поскольку классическое переход-

ное излучение уже очень хорошо изучено.

Для одиночного электрона теория переходного

излучения, генерируемого от плоского двумерного

фотонного кристалла, была построена в [16, 17]. Для

удобства, ниже мы кратко приведем основные поло-

жения теории.

Плоский двумерный фотонный кристалл пред-

ставляет собой набор одинаковых субволновых час-

тиц, расположенных в одной плоскости. Частицы мо-

гут быть любой формы и из любого материала, но

существенно, что их характерный размер L намного

меньше длины волны излучения λ:

L≪ λ. (20)

Все свойства частиц, важные для рассматрива-

емой задачи, описываются функцией поляризуемо-

сти α(ω), которая описывает, как частица реаги-

рует на внешнее поле. Здесь ω – частота излуче-

ния. Число частиц кристалла ограничено и равно P .

Все частицы расположены в плоскости, а положение

p-й частицы определяется радиусом-вектором Rp =
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= (Xp, Yp, Zp) . Для конкретного случая, когда час-

тицы находятся в узлах прямоугольной решетки в

выбранной системе координат, см. рис. 5, можно за-

писать:

Xp = pxdx cosχ,

Yp = (py + 1/2)dy, (21)

Zp = −pxdx sinχ,
где dx, dy – периоды решетки в соответствующем на-

правлении, px и py – целые числа, отсчитывающие

частицы в соответствующих направлениях, χ – угол

падения электрона на фотонный кристалл. Добавка

1/2 в Yp выбрана из соображений, чтобы электрон

не пересекал ни одну частицу. Электрон с зарядом e

движется с постоянной скоростью v вдоль оси x.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Схема генерации решеточно-
го переходного излучения

Для рассматриваемого фотонного кристалла по-

ле излучения описывается формулой:

E(r, ω) =
ieω

πν2γ
α(ω)

eikr

r

P2x
∑

px=−P1x

P2y
∑

Py=−P1y

e−ikRpei
ω

ν
Xp×

×
[

k,

[

k,
v

νγ
K0

(

ωRp⊥

νγ

)

+ i
Rp⊥

Rp⊥

K1

(

ωRp⊥

νγ

)]]

,

(22)

где Rp⊥ = Ypey + Zpez, K0,1 – модифицирован-

ные функции Бесселя, γ – Лоренц-фактор электрона,

P1x+P2x+1 – число частиц вдоль оси x, P1y+P2y+1 –

число частиц вдоль оси y, так что P = (P1x+P2x+1)×
×(P1y+P2y+1). Такой выбор числа частиц в каждом

ряду не является единственно возможным и не вли-

яет на результаты.

Хотя выражение (22) записано только для невза-

имодействующих частиц фотонного кристалла, хоро-

шее соответствие между экспериментом и теорией в

[14] позволяет нам утверждать, что вне резонансных

условий [16, 17] приближение невзаимодействующих

частиц можно считать достаточно надежным для ис-

пользования при анализе решеточного переходного

излучения.

Измеряемой величиной является спектрально-

угловое распределение излучаемой энергии:

I1 ≡ dW (n, ω)

d~ωdΩ
=
c

~
r2|E(r, ω)|2, (23)

где c – скорость света в вакууме, ~ – постоянная

Планка.

Из-за кристаллической структуры мишени, кото-

рая создает решеточное переходное излучение, спек-

тральные распределения от одиночного электрона

представляют собой набор пиков и впадин, аналогич-

но тому, как это происходит при рассеянии гауссо-

ва светового пучка на поверхности такого кристалла

[18]. Максимумы приблизительно определяются сле-

дующими уравнениями:
{

dx(β
−1 cosχ− nx cosχ+ nz sinχ) = mλ,

dyny = (l + 1/2)λ,
(24)

где l = 0,±1, ... и m = 0,±1, ... Между максимумами,

которые описываются этими уравнениями, в распре-

делениях находятся минимумы.

Введем углы наблюдения, см. рис. 5:

nx = cos θ cosχ+ sin θ cosϕ sinχ,

ny = sin θ sinϕ,

nz = − cos θ sinχ+ sin θ cosϕ cosχ.

(25)

На рисунке 6 приведены графики зависимости

спектрально-углового распределения излученной

энергии на один электрон от полого пучка для

разных значений параметра σ.

Вертикальными линиями на рис. 6 отмечены зна-

чения частоты и угла, которые соответствуют гар-

моникам из уравнений (24) – черные линии для m,

красные линии для l. Видно, что в основном мак-

симумы наблюдаются вблизи условий (24). Наиболь-

шей интенсивностью обладают максимумы, для ко-

торых конкретные m и l совпадают или близки. В

некоторых ситуациях вместо ожидаемого максиму-

ма наблюдается минимум, см., например, вблизи ли-

нии m = −2 на рис. 6а. Это происходит из-за второго

уравнения в (24): оно определяет максимумы, между

которыми должен находиться минимум, и этот мини-

мум “уничтожает” максимум m = −2, описываемый

первым уравнением.

Для построения графиков рассматривался бессе-

лев пучок с n = 1 (функция распределения пропор-

циональна J1) с двумя кольцами, а в качестве пре-

дела интегрирования ηn в интеграле (12) выбирался
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соответствующий ноль функции Бесселя J1. Графи-

ки приведены в сравнении с излучением от одного

электрона (черная сплошная кривая). Эта же кривая

соответствует идеальному случаю полной простран-

ственной когерентности излучения (так как графики

на рис. 6 построены для спектрально-углового рас-

пределения энергии, деленной на N2).

При построении графиков для конкретности бы-

ла выбрана мишень, состоящая из сферических час-

тиц с радиусом L, состоящих из материала с диэлек-

трической проницаемостью ε(ω). Для таких частиц

функция поляризуемости может быть записана как:

α(ω) = L3(ε(ω)− 1)/(ε(ω) + 2). (26)

Как следует из анализа форм-фактора выше, при

увеличении σ уменьшается степень пространствен-

ной когерентности излучения. На рис. 6 этот факт

выражается в том, что при увеличении σ распределе-

ния на больших частотах по форме все меньше стано-

вятся похожи на форму черной кривой и количество

излучаемой энергии уменьшается.

Из графиков на рис. 6 следует, что излучение

остается эффективным, т.е. его интенсивность не

слишком мала по сравнению со случаем полной про-

странственной когерентности, только когда пара-

метр σ, характеризующий поперечный размер пуч-

ка, остается меньше, чем расстояние между со-

седними частицами фотонного кристалла. Если же

поперечное сечение электронного пучка в плоско-

сти фотонного кристалла накрывает больше од-

ного периода решетки, излучение становится рез-

ко пространственно-некогерентным. Такой же вывод

можно сделать из следующих качественных сообра-

жений. Из формул (24) для большинства значений

углов χ, θ и ϕ для релятивистских электронов сле-

дует, что dx и dy должно быть больше, чем длина

волны излучения λ:

dx,y > λ. (27)

В этом случае будет наблюдаться хотя бы один соб-

ственный дифракционный порядок излучения от фо-

тонного кристалла. С другой стороны, из выраже-

ния для форм-фактора (15) можно получить, пусть

и грубую, но корректную оценку: форм-фактор оста-

ется близок к единице, пока σ меньше или много

меньше λ:

σ < λ. (28)

Из этих двух неравенств следует, что когерентное из-

лучение будет наблюдаться при

σ < dx,y. (29)

Рис. 6. (Цветной онлайн) (a) – Спектральное распреде-
ление. (b) – Угловое распределение излученной энергии
на один электрон от полого бесселева пучка от фотон-
ного кристалла для разных значений параметра пучка
σ по сравнению с излучением от одного электрона (чер-
ная сплошная кривая). Здесь χ = 45

◦, γ = 15, n = 1,
ηn = 7, решетка состоит из 9 × 8 сферических частиц
с радиусом 0.1 мм, сделанных из материала с диэлек-
трической проницаемостью ε = 2.1, периоды решетки
dx = dy = 3мм, для (a) – θ = 29.8◦, ϕ = 8

◦, для (b) –
ν = 1ТГц, ϕ = 16.8◦. Линиями на рисунках отмече-
ны значения частоты и угла, которые соответствуют
гармоникам из уравнений (24)

Этот качественный вывод совпадает с результатами

анализа выражений, полученных выше.

Если условие (29) не выполнено, то излучение

все равно может быть достаточно интенсивным для

наблюдения, но оно не будет являться гармоника-

ми излучения от фотонного кристалла. В таком слу-

чае нет особого смысла удерживать в теоретическом

описании кристаллическую структуру мишени, мож-

но описывать ее как аморфную структуру в рамках

классической макроскопической электродинамики.

5. Заключение. В данной работе исследова-

ны теоретически характеристики излучения, кото-

рое возбуждается при падении полого электронного

пучка на поверхность двумерного плоского фотон-
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ного кристалла – решеточного переходного излуче-

ния. Поперечное распределение электронов в пучке

описывается функциями Бесселя. Для произвольно-

го порядка функции Бесселя вычислен форм-фактор

сгустка, определяющий возможность генерации ко-

герентного излучения от такого электронного пучка.

Вычисления проведены для коротких пучков, т.е. в

условиях полной продольной когерентности излуче-

ния (продольный множитель форм-фактора, завися-

щий от длины сгустка, с высокой точностью равен

единице).

Анализ форм-фактора полого бесселева пучка по-

казал, что характер его зависимости от частоты или

параметра поперечного размера пучка σ полностью

совпадает с таковым для пучков с более простыми

распределениями – равномерным или гауссовым: при

росте частоты или σ форм-фактор убывает от едини-

цы до нуля. Показано, что для квази-бесселевых по-

лых пучков, имеющих только одно кольцо электрон-

ной плотности, форм-факторы близки, если пучки

имеют одинаковый внешний радиус, но имеют рас-

пределения электронов, описывающиеся функциями

Бесселя разного порядка. При одинаковом внешнем

радиусе форм-факторы для полого и сплошного бес-

селевых пучков, и даже для полого гауссова и поло-

го бесселева пучков, практически неотличимы. Тем

не менее описание поперечного распределения элек-

тронов в пучке бесселевыми функциями остается бо-

лее выгодным, чем описание с помощью гауссовского

распределения, так как позволяет учитывать нали-

чие большего числа колец электронной плотности.

Рассчитаны характеристики переходного излуче-

ния от плоского фотонного кристалла: получены вы-

ражения для поля и спектрально-углового распре-

деления излученной энергии в дипольном прибли-

жении в приближении невзаимодействующих час-

тиц кристалла. Приведены уточненные дисперсион-

ные уравнения, которые определяют спектральные и

угловые положения максимумов излучения. На при-

мере пучков с двумя кольцами показано, что даже в

условиях полной продольной когерентности, при уве-

личении параметра σ на больших частотах излуче-

ние перестает обладать пространственной когерент-

ностью: поперечная часть форм-фактора становится

существенно меньше единицы и подавляет интенсив-

ность излучения. При этом меняется и сам харак-

тер спектральных и угловых распределений. Пока-

зано, что заметно когерентным остается излучение

дифракционных порядков от фотонного кристалла

в случае, когда весь поперечный срез электронного

пучка не превышает периода фотонного кристалла.

Если же поперечное сечение пучка становится боль-

ше периода решетки, то излучение все равно может

быть достаточно интенсивным для наблюдения, но

оно не будет являться гармониками излучения от фо-

тонного кристалла.
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