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Рассчитаны характеристики излучения Смита–Парселла от полого электронного пучка на централь-
ной оси которого находится дискретная периодическая мишень. Мишень представляет собой цепочку
субволновых частиц. Показано, что спектральные и угловые характеристики излучения сложным об-
разом зависят от Лоренц-фактора электронов. Показано, что некогерентное излучение содержит ин-
формацию о поперечных размерах пучка. Интересно, что поперечная движению электрона компонента
кулоновского поля не вносит вклада в интенсивность когерентного излучения. Это приводит к тому, что
для больших энергий электронов когерентное излучение становится сравнимым с некогерентным даже
для короткого пучка. Результаты будут полезны для эффективной генерации излучения и диагностики
полых пучков, в том числе по некогерентному излучению.
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1. Введение. Излучение Смита–Парселла

(ИСП) возбуждается при пролете заряженных

частиц вблизи периодически неоднородной мише-

ни. Традиционно, мишенями для генерации ИСП

являются обычные дифракционные решетки с раз-

личными профилями [1]. В последнее время ведутся

активные исследования по применению ИСП в

фотонике и фотонных элементах [2]. Для этого в

качестве мишеней используют метаповерхности и

фотонные кристаллы.

Ранее, на примере классического ИСП, экспери-

ментально была исследована одна из наиболее эф-

фективных схем генерации излучения – та, в кото-

рой используется цилиндрическая мишень и полый

электронный пучок [3, 4]. Пучок движется таким об-

разом, что мишень все время остается во внутренней

полости пучка, см. рис. 1a.

Полые пучки сегодня привлекают внимание ис-

следователей и безотносительно ИСП. Это связа-

но, в основном, с их использованием в качестве по-

лых электронных линз для ускорения и фокусиров-

ки пучков других заряженных частиц [5, 6], а так-

же с их пользой в контексте исследований частиц,

пучков и излучения, несущих орбитальный угловой

момент [7].

1)e-mail: tishchenko@mephi.ru

Рис. 1. (Цветной онлайн) Возбуждение ИСП полым
электронным пучком от: (a) – цилиндрической ми-
шени, находящейся на оси пучка, (b) – от цепоч-
ки субволновых частиц, находящихся на оси пучка.
(c) – Поперечный профиль электронного пучка

В данной статье мы строим теорию ИСП, которое

возбуждается полым электронным пучком от цепоч-

ки из конечного числа субволновых частиц, которые

находятся на центральной оси пучка и на фиксиро-

ванном расстоянии d друг от друга.

2. Поле излучения. Решая систему уравнений

Максвелла в переменных (q, ω) и вычисляя затем

фурье-образ электрического поля на далеких рассто-

яниях r, т.е. при kr ≫ 1, где k – модуль волнового
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вектора излучения, получим выражение для фурье-

образа поля излучения:

E(r, ω) = (2π)3
i

ω

eikr

r
[k, [k, j(k, ω)]], (1)

где ω – циклическая частота излучения, k – волновой

вектор излучения, распространяющегося в вакууме,

j(k, ω) – фурье-образ плотности токов, возникающих

в системе.

Рассмотрим в качестве периодической мишени

цепочку из конечного числа M небольших частиц,

которые находятся на оси Ox на фиксированном рас-

стоянии d друг от друга, см. рис. 1b. Если размер час-

тицы l много меньше длины волны излучения λ, т.е.

l ≪ λ , то каждую частицу можно представить как

точечный диполь. Фурье-образ диполя m-й частицы

описывается выражением:

p(Rm, ω) = αm(ω)Eext(Rm, ω), (2)

где αm(ω) – функция поляризуемости частицы,

Eext(Rm, ω) – значение фурье-образа внешнего поля,

действующего на m-ю частицу, в точке, где располо-

жена эта частица, т.е. в точке c радиус-вектором Rm.

Функция αm(ω) – скаляр, что справедливо для сфе-

рических частиц. Для простоты везде ниже будем

считать, что все частицы цепочки одинаковые, т.е.

αm(ω) = α(ω), ∀m. Когда взаимодействием частиц

между собой можно пренебречь, на каждую частицу

будет действовать только внешнее поле электронов

E0. Это означает, что в формуле (2) можно поло-

жить Eext(Rm, ω) ≈ E0(Rm, ω). Как учесть взаимо-

действие между частицами, когда им нельзя прене-

бречь, и к чему это взаимодействие может привести,

изложено в работе [8].

Плотность токов в системе будет определяться

дипольными моментами (2) как

j(k, ω) = −
iω

(2π)3

M−1
∑

m=0

p(Rm, ω)e−ikRm , (3)

где M – число частиц в цепочке. Для периодической

цепочки, изображенной на рис. 1b, можно задать яв-

ный вид радиус векторов Rm через индекс суммиро-

вания по частицам (по сути, индекс является номе-

ром частицы): Rm = mdex.

Таким образом, поле излучения (1) принимает

вид:

E(r, ω) = α
eikr

r

M−1
∑

m=0

[k, [k,E0(Rm, ω)]]. (4)

Здесь kx – компонента волнового вектора излучения:

k = (kx, ky, kz).

Приведенные выше формулы содержат поле элек-

тронов E0. Это кулоновское поле движущихся элек-

тронов, которое может быть найдено путем решения

системы уравнений Максвелла с плотностью токов,

соответствующей равномерному и прямолинейному

движению электронов. Пусть электронный пучок со-

держит N ≫ 1 электронов, заряд электронов обо-

значим за e. Допустим, что все электроны движутся

равномерно и прямолинейно вдоль оси Ox со скоро-

стью v. Тогда, согласно принципу суперпозиции,

E0(r, ω) =

N−1
∑

p=0

E0,p(r, ω), (5)

где суммирование ведется по всем электронам,

E0,p(r, ω) =
eω

πγv2
exp

(

i
ω

v
(x− xp)

)

× (6)

×

[

ρ− ρp

|ρ− ρp|
K1

(

ω|ρ− ρp|

vγ

)

− i
ex

γ
K0

(

ω|ρ− ρp|

vγ

)]

,

γ = (1 − β2)−1/2 – Лоренц-фактор электронов, β =

= v/c – относительная скорость электронов, т.е. от-

ношение скорости электрона v к скорости света в

вакууме c, K0 и K1 – модифицированные функ-

ции Бесселя второго рода (Макдональда) нулево-

го и первого порядков, ρ = yey + zez – компонен-

та радиус-вектора, перпендикулярная скорости элек-

трона, rp = xpex+ρp – радиус вектор s-го электрона,

а ρp – его перпендикулярная компонента,

ρ− ρp = (y − yp)ep + (z − zp)ez. (7)

Таким образом, полное поле излучения (4) при-

нимает вид:

E(r, ω) = α(ω)
eω

πγv2
eikr

r

M−1
∑

m=0

eimd(ω

v
−kx) × (8)

×

N−1
∑

p=0

e−iω
v
xp

[

k,

[

k,
ρp

ρp
K1

(

ωρp
vγ

)

− i
ex

γ
K0

(

ωρp
vγ

)]]

.

Зная поле излучения, можем рассчитать его ин-

тенсивность.

3. Интенсивность излучения. Спектрально-

угловая плотность излученной энергии определяется

полем излучения (8) как:

I ≡
dW

d~ωdΩ
=

cr2

~
〈|E(r, ω)|2〉, (9)

где c – скорость света в вакууме, ~ – постоянная

Планка. Здесь угловые скобки означают усреднение

по всем электронам сгустка, т.е. интегрирование по
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d3rp с некоторой функцией распределения электро-

нов в сгустке f(rp).

Подставляя поле (8) в формулу (9), получим

для N ≫ 1:

I = Iinc + Icoh, (10)

где разделены вклады некогерентного Iinc и коге-

рентного Icoh излучения:

Iinc =
1

137

ω2c2

π2γ2v4
|α(ω)|2SN

∫

d3rpf(rp)|Pp|
2, (11)

Icoh =
ω2c2SN2

137π2γ2v4
|α(ω)|2

∣

∣

∣

∣

∫

d3rpf(rp)e
−iω

v
xpPp

∣

∣

∣

∣

2

.

(12)

Здесь для краткости введено обозначение:

Ps =

[

k,

[

k,
ρp

ρp
K1

(

ωρp
vγ

)

− i
ex

γ
K0

(

ωρp
vγ

)]]

, (13)

и выделен классический для ИСП фактор S:

S =
sin2(Md(kx − ω/v)/2)

sin2(d(kx − ω/v)/2)
. (14)

Из условия максимальности этого фактора сле-

дует стандартное дисперсионное соотношение ИСП:

d(β−1 − nx) = λs, s = 1, 2... (15)

Здесь введена компонента единичного волнового век-

тора: k = kn, n = (nx, ny, nz). Далее необходи-

мо вычислить интегралы в выражениях (11)–(12)

с функцией распределения электронов для поло-

го электронного сгустка. Заметим еще, что величи-

на e2/~c ≈ 1/137, т.е. постоянная тонкой структу-

ры, появляется в формулах (11)–(12) естественным

образом: она характеризует интенсивность электро-

магнитного взаимодействия с веществом электронов,

несущих заряд e, при рассмотрении интенсивности в

терминах энергии излученных квантов ~ω, см. фор-

мулу (9).

4. Излучение от полого пучка. Равномерное

распределение электронов в полом пучке описывает-

ся функцией, заданной в цилиндрических координа-

тах (rp = (xp, ρp cosϕp, ρp sinϕp)):

f(rp) =
1

πL(R2
2 −R2

1)
,











−L/2 < xp < L/2,

R1 < ρp < R2,

0 < ϕp < 2π.

(16)

Здесь L – длина пучка, R1 и R2 – внутренний и внеш-

ний радиусы, см. рис. 1с. Другие способы описания

полых пучков с другими функциями распределения

электронов внутри пучка приведены в работах [9, 10].

Проводя интегрирование в выражениях (11)–(12),

получим:

Iinc =
1

137

k6

π2γ2β4
|α(ω)|2SN × (17)

×

[

(1 + n2
x)

h1 − h2

R2
2 −R2

1

+

(

1 + n2
x

2
−

1− n2
x

γ2

)

g1 − g2
R2

2 −R2
1

]

,

Icoh =
1

137

k6

π2γ2β4
|α(ω)|2SN2 ×

× 4FL
1− n2

x

γ2

(

R1K1(aR1)−R2K1(aR2)

a(R2
2 −R2

1)

)

, (18)

где a = ω/(vγ), FL – продольный форм-фактор сгуст-

ка:

FL = sin2(Lω/2v)/(Lω/2v)2, (19)

и введены функции:

gi = R2
i (K

2
0 (aRi)−K2

1 (aRi)), (20)

hi = a−1RiK0(aRi)K1(aRi). (21)

Далее исследуем спектральные и угловые харак-

теристики излучения от полого пучка.

5. Характеристики излучения. Введем поляр-

ный угол наблюдения излучения θ как nx = cos θ . Из

формул (17)–(18) видно, что интенсивность излуче-

ния имеет аксиально симметричное распределение,

т.е. не зависит от азимутального угла. Это объясня-

ется полной аксиальной симметрией задачи.

Из формулы (17) видно, что некогерентное излу-

чение зависит от поперечных размеров пучка, что,

вообще говоря, является необычным для ИСП [1, 11].

В рассматриваемой геометрии внутренний и внеш-

ний радиусы пучка играют роль импакт-параметра,

поэтому интенсивность излучения убывает с ростом

радиусов пучка.

Как следует из формулы (18), когерентное излу-

чение наибольшей интенсивности распространяется

вблизи направления θ = 90◦ (nx = 0). Максимум

интенсивности будет наблюдаться при условии, что

гармоника ИСП распространяется под углом θ = 90◦.

В направлении вдоль траектории электрона, θ = 0◦,

когерентного излучения нет. Это проиллюстрирова-

но на рис. 2 и 3.

Из формулы (18) также видно, что компонен-

та собственного поля электрона, перпендикулярная

траектории электронов, не вносит вклад в когерент-

ное излучение. Математически это выражается в

том, что интенсивность когерентного излучения (18)

пропорциональна множителю (1−n2
x)γ

−2. В отличие

от когерентного, в интенсивность некогерентного из-

лучения вклад вносят и продольная, и перпендику-

лярная компоненты собственного поля, что матема-
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Рис. 2. (Цветной онлайн) Угловая зависимость интен-
сивности когерентного (черная сплошная кривая) и
некогерентного (красная пунктирная кривая) излуче-
ния. Здесь λ = 80мкм, γ = 20, d = 300мкм, M = 7,
частицы сферические, с радиусом 0.1 мкм, сделаны
из материала с диэлектрической проницаемостью 2.1,
R1 = 20мкм, R2 = 40мкм, N = 10

9, длина сгустка
L = 1мкм. Для наглядности красная пунктирная кри-
вая умножена на 10

5

Рис. 3. (Цветной онлайн) То же что на рис. 2, но для
γ = 700

тически выражается в том, что одно слагаемое про-

порционально (1−n2
x)γ

−2, а другие – нет. Это означа-

ет, что для полого пучка ультрарелятивистских элек-

тронов интенсивность когерентного излучения мо-

жет быть сравнима или меньше, чем некогерентное

излучение, даже при выполнении стандартного из-

вестного условия когерентности: L ≪ λ. Такой слу-

чай проиллюстрирован на рис. 3 для γ = 700. Вид-

но, что даже в условиях, когда продольный форм-

фактор близок к единице (FL ≈ 1, т.е. при L ≪ λ),

красная пунктирная кривая для отдельных гармо-

ник и направления θ = 0 выше, чем черная сплошная

кривая, соответствующая когерентному излучению.

На рисунке 4 изображена спектральная зависи-

мость полной интенсивности излучения (10) для раз-

ных значений Лоренц-фактора электронов γ. Видно,

что при уменьшении γ длина волны гармоник с тем

же самым номером s смещается в сторону больших

значений. Такое поведение совпадает с тем, что мы

могли бы ожидать из дисперсионного соотношения

(15). Однако из рисунка видно, что относительная

интенсивность гармоник меняется. Так, для больших

γ (черная или зеленая кривые) интенсивность гармо-

ник уменьшается с уменьшением s. Для малых γ (си-

няя кривая), наоборот, интенсивность гармоник уве-

личивается с уменьшением s. Для промежуточных

значений γ (красная кривая) зависимость не прямая.

Рис. 4. (Цветной онлайн) Спектральная зависимость
интенсивности излучения (10) для разных значений
Лоренц-фактора электронов. Здесь θ = 30

◦, остальные
параметры как на рис. 2

Более того, видно, что зависимость от Лоренц-

фактора электронов в рассматриваемом диапазоне

длин волн тоже не прямая: интенсивность гармоник

для γ = 20 выше, чем для γ = 40 и γ = 6. Это связано

с вкладом поперечных размеров пучка.

Графики зависимости интенсивности когерентно-

го и некогерентного излучения от Лоренц-фактора

частиц изображены на рис. 5. Из графиков на рис. 5

Рис. 5. (Цветной онлайн) Графики зависимости интен-
сивности когерентного (черная сплошная кривая) и
некогерентного (красная пунктирная кривая) излуче-
ния от Лоренц-фактора частиц. Серая горизонтальная
линия соответствует константе Ilim (22). Здесь λ =

= 10мкм, остальные параметры как на рис. 2. Для на-
глядности красная кривая и константа Ilim умножены
на 10

4 (фактическое пересечение кривых происходит
при γ = 1140)
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видно следствие сказанного выше: при увеличении

γ интенсивность когерентного излучения (черная

сплошная кривая) стремится к нулю, в то время

как интенсивность некогерентного излучения (крас-

ная пунктирная кривая) выходит на константу Ilim
(серая горизонтальная линия):

Ilim =
Nk4|α|2

137π2

sin2
(

kdNp

2 (1− nx)
)

sin2(kd(1− nx)/2)

1 + n2
x

R2
2 −R2

1

ln
R2

R1
.

(22)

Такое поведение некогерентного излучения каче-

ственно совпадает с поведением интенсивности из-

лучения от одного электрона, пролетающего через

круглое отверстие [12].

6. Заключение. В работе изложена теория
ИСП, которое возбуждается при взаимодействии по-
лого электронного пучка с периодической цепочкой
субволновых частиц. Мишень расположена внутри
полости электронного пучка на его оси. Получены
выражения для интенсивности когерентного и неко-
герентного излучения. Показано, что некогерентное
излучение содержит информацию о поперечных раз-
мерах пучка, что открывает новые возможности для
диагностики полых электронных пучков. Показано,
что когерентное излучение наиболее интенсивно в
плоскости поперечного сечения электронного пуч-
ка и отсутствует в направлении движения электро-
нов, а некогерентное излучение наиболее интенсивно
вдоль направления движения электронов. Показано,
что интенсивность когерентного излучения стремит-
ся к нулю с ростом Лоренц-фактора частиц, в то
время как интенсивность некогерентного излучения
стремится к постоянному значению, которое зави-
сит от радиусов пучка. Интересно, что поперечная
движению электрона компонента кулоновского по-
ля не вносит вклада в интенсивность когерентного
излучения. Это приводит к тому, что для больших
энергияй электронов когерентное излучение стано-
вится сравнимым с некогерентным даже для корот-
кого пучка (для параметров, рассмотренных в на-
стоящей работе, это значение энергии определяет-
ся величиной Лоренц-фактора γ = 1140). Данный
эффект выглядит необычно для ИСП и определяет-
ся непосредственно необычной – цилиндрической –
симметрией рассмотренной задачи. Показана также
сложная зависимость относительной интенсивности
гармоник ИСП от Лоренц-фактора электронов. Ре-
зультаты могут найти свое применение при констру-
ировании фотонных устройств и интенсивных источ-
ников излучения, а также для развития схем диагно-
стики полых электронных пучков.
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