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В рамках квантовой электродинамики было исследовано спектрально-угловое распределение кру-
ченых фотонов, испускаемых релятивистскими электронами в процессе аксиального каналирования.
Вероятность излучения имеет резкие пики при определенных энергиях, положение которых совпадает
с положениями пиков излучения при каналировании. Распределение фотонов имеет два максимума в
плоскости “энергия–угол”.
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1. Введение. В нашей предыдущей работе [1] мы

исследовали угловые распределения крученых фо-

тонов (TW-фотонов), испускаемых релятивистски-

ми электронами при аксиальном каналировании. Бы-

ла разработана теория излучения TW-фотонов ак-

сиально каналированными электронами в рамках

квантовой электродинамики. Эта теория позволила

нам впервые рассчитать угловые распределения TW-

фотонов, испускаемых каналированными электрона-

ми. В данной работе мы продолжаем наше исследо-

вание излучения TW-фотонов. Цель работы – иссле-

дование спектрально-угловых распределений TW-

фотонов, испускаемых аксиально каналированными

релятивистскими электронами.

TW-фотоны – это суперпозиция плоских волн с

определенной проекцией орбитального углового мо-

мента на направление его распространения [2]. TW-

фотоны характеризуются продольным импульсом,

модулем поперечного импульса и проекцией полно-

го углового момента на продольный импульс.

Теория TW-фотонов в рамках квантовой электро-

динамики была разработана Сербо и др. На осно-

ве этой теории были предложены методы получения

пучков TW-фотонов и изучены возможные экспери-

менты с ними [3–5]. Генерация TW-фотонов откры-

вает новые возможности для изучения фотоядерных

реакций и предлагает новые инструменты в ядерной

физике. TW-излучение нашло многочисленные при-

менения как в классической, так и в квантовой опти-
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ке конденсированных сред, физике высоких энергий,

оптике и т.д. (см., например, [2, 6–10] и ссылки там).

В работах Богданова и др. ([11–15] разработана

теория излучения TW-фотонов релятивистскими за-

ряженными частицами в различных условиях. Эти

работы основаны на полуклассическом подходе, раз-

работанном Байером и др. [16].

Главным недостатком этих работ является то, что

они рассматривают излучение фотонов строго впе-

ред. Однако фотоны могут испускаться под любым

углом относительно скорости частицы [1].

Известно, что излучение при каналированвании

(ИК) существенно интенсивнее обычного тормозно-

го излучения. В настоящее время этот эффект поз-

воляет создавать интенсивные источники излучения

[18–24].

Мы надеемся, что каналирование электронов в

кристаллах также увеличит интенсивность излу-

чения TW-фотонов по сравнению с излучением в

аморфной мишени.

Аксиально каналированные электроны обладают

орбитальным моментом согласно как классической,

так и квантовой модели. В процессе излучения элек-

трон может передать часть своего углового момента

фотону и, следовательно, испустить TW-фотон.

2. Вероятность излучения TW-фотонов.

Волновая функция TW-фотона была подробно изу-

чена Сербо и соавторами [2, 3, 7]. В [1] мы ввели

аббревиатуру для TW-фотонов, излученых при ка-

налировании – TWcr-фотоны.
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На рисунке 1 приведен фрагмент (с небольшими

дополнениями) из нашей статьи [1] для пояснения

основных параметров TW-фотона. На этом рисунке

ось z системы координат, связанной с TW-фотоном,

направлена вдоль волнового вектора TW-фотона κz.

Соответственно, полярный угол θκ и азимутальный

угол ϕκ – “внутренние” углы TW-фотона. При этом

полярные углы Θ и азимутальные углы Φ опреде-

ляют направления продольного импульса κz TW-

фотона относительно системы отсчета, связанной с

кристаллом. Ось Z системы координат, связанной с

кристаллом, направлена вдоль оси кристалла.

Рис. 1. (Цветной онлайн) Модель геометрии излучения
TW-фотона при каналировании. Здесь Z – ось кана-
лирования, z – ось TWcr-фотона (направленная вдоль
проекции импульса фотона на z)

Согласно [1], вероятность излучения TWcr-

фотонов имеет вид

dWfi =
2π

~
|Mfi|

2δ(Ei − Ef − ~ω)
ω

c2
dωdθκ
2π2

Ldpz
2π~

. (1)

Здесь L – нормированная длина, ω – частота TWcr-

фотона, c – скорость света.

Матричный элемент излучения TWcr-фотонаMfi

равен

M cr
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Здесь α- - постоянная тонкой структуры, d1msΛ
(θκ) –

матрица Вигнера (малая), m – проекция полного уг-

лового момента (total angular momentum – TAM) и

ms = ±1 – проекция спина TW-фотона на ось z, Λ –

его спиральность, ε
ms

CR – вектор поляризации TW-

фотона в системе координат, связанной с фотоном [1]

и πLR – нормировочный “объем” TW-фотона (детали

см. в [2]), ∆pfi = pzi −pzf , где pzi и pzf – продольный

(вдоль оси Z) импульс каналированного электрона

до и после излучения.

Вектор αfi имеет вид [25]

αfi =
(Ωfi

c
κY ,

Ωfi

c
κX , βκXκY

)

〈XY 〉fi , (3)

где

κX = κz sinΘ cosΦ + κ(cosΘ− 1) cosΦ sinϕκ sinΦ+

κ cosϕκ(cosΘ cos2 Φ+ sin2 Φ) ,

κY = κz sinΘ sinΦ + κ(cosΘ− 1) cosΦ cosϕκ sinΦ+

κ sinϕκ(cosΘ sin2 Φ+ cos2 Φ) ,

κZ = κz cosΘ− κ cos(ϕκ − Φ) sinΘ . (4)

Здесь мы использовали соотношения для TW-

фотона из [1, 2]

~ω = c~
√

κ2 + κ2
z, tan θκ =

κ

κz

. (5)

где ~κ = |κ⊥| – модуль поперечного импульса TW-

фотона. Другие обозначения в (3): β = v‖/c (v‖ –

продольная скорость каналированного электрона),

~Ωfi = Ei − Ef и Ei(f) – энергии i(f)-го поперечно-

го квантового состояния, а 〈XY 〉fi равно [25]

〈XY 〉fi = Cmi,ni

i,in
C

mf ,nf

f,fn

(−1)mf+mi+nf+nia2p
16π2(mf −mi)(nf − ni)

.

(6)

где Cmi,ni

i,in
– компоненты Фурье поперечной волновой

функции каналированного электрона, mi и ni – но-

мера Фурье компонент для i-й энергетической зоны

поперечного движения каналированного электрона,

ap – постоянная решетки [1]. При этом в качестве

волновых функций релятивистского электрона ис-

пользованы функции (см. формулу (17) в [1]), полу-

ченные в [19, 23] из уравнения Дирака для электрона

в условиях каналирования – так называемое уравне-

ние Шредингера с релятивистской массой (аналогич-

ные результаты можно найти в [22]).

3. Спектрально-угловые распределения

TW-фотонов. Как и в [1, 25], мы просуммиро-

вали вероятности испускания TWcr-фотонов по

спиральности фотонов.

Аналогично [19–23], в [1] было показано, что за-

кон сохранения энергии для TWcr-фотонов имеет

вид ~ω ≈ ~(βc∆+Ωfi) где ∆ = ∆pfi/~ (см. (2)).
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Интегрирование вероятности (1) по продольному

импульсу электрона dpz (т.е. ∆), с учетом δ-функции

сводится к замене ∆ на ω/(cβ)).

dWfi

dθκdω
=

α

16~π3cβ
sin θκ〈XY 〉2fi

(ω

c

)4

|mcr
fi(Θ,Φ, θκ, ω)|

2.

(7)

По сравнению с [11–15] эта вероятность дополни-

тельно зависит от углов Θ и Φ, описывающих на-

правление вектора TWcr-фотона относительно кри-

сталлической системы отсчета.

Учитывая, что для полного углового момента

(TAM) m ≥ 3 TWcr-фотона вероятность его излуче-

ния симметрична относительно угла Φ (см. [1]), мы

можем усреднить вероятность (7) по этому углу. То-

гда для “интенсивности” dIfi = ~ωdWfi получим

dIfi
dθκdω

=
α

16π3β
sin θκ〈XY 〉2fi

(ω

c

)5

|〈mcr
fi(Θ, θκ, ω)〉Φ|

2 .

(8)

Полученное уравнение (8) по-прежнему параметри-

чески зависит от угла Θ излучения TWcr-фотона,

поэтому мы называем его спектрально-угловым рас-

пределением. Как и в [1], мы проводим расчет для

ω ≫ Ωfi (т. е. для рентгеновских TWcr-фотонов).

На рисунке 2 показаны рассчитанные спектраль-

но-угловые распределения “интенсивности”

I =
∑

fi

dIfi
dθκdω

Pi(θ0) (9)

TWcr-фотонов с z-проекцией полного углового мо-

мента (TAM) m = 6 и “внутренним” углом θκ = 30◦.

Здесь и далее расчеты проводились для электронов

с энергией 10МэВ, направленных вдоль осей 〈100〉

кристалла Si (как в [1, 25]).

Мы просуммировали интенсивность dIfi по всем

возможным переходам каналированного электрона

между поперечными энергетическими зонами и учли

их начальную заселенность Pi(θ0). Начальная засе-

ленность энергетических уровней каналированных

электронов – это вероятность захвата электрона в ка-

налированные состояния [20, 21], хорошо известная

характеристика (см., например, [25] и ссылки там).

При этом θ0 – угол продольного импульса электрона

относительно кристаллической оси (более подробную

информацию см. в [1, 25]). В режиме каналирования

происходит эволюция заселенностей уровней попе-

речного движения и электроны переходят в наиболее

вероятные состояния, соответствующие некоторому

углу, заселенность которого максимальна. В наших

расчетах мы приняли этот угол равным θ0 = 2θC/15,

где θC – критический угол каналирования.

Рис. 2. (Цветной онлайн) Спектрально-угловое рас-
пределение рентгеновских TWcr-фотонов с ТАМ z-
проекцией m = 6 и “внутренним” углом θκ = 30

◦. Чер-
ная пунктирная линия показывает спектральное рас-
пределение ИК от аксиально каналированных электро-
нов (см. [25])

На рисунке 2 (а также на рис. 3a и рис. 4a ) по-

казана зависимость “интенсивности” I от энергии

TWcr-фотона ~ω и угла излучения Θ (рассчитан с

помощью функции DensityPlot системы Wolfram).

На всех этих рисунках зеленая пунктирная стрел-

ка указывает угол Θ = θκ. На рисунках 2a-4a

отчетливо видно, что спектрально-угловое распре-

деление TWcr-фотонов имеет два максимума. На

этих рисунках показаны положения спектрально-

углового распределения TWcr-фотонов в плоскости

“угол–энергия”. К сожалению, эти рисунки не поз-

воляют проводить количественное сравнение “интен-

сивностей” для разных углов и энергий. Поэтому

на рис. 2b–4b показана зависимость “интенсивности”

(используются относительные единицы) от энергии

TWcr-фотонов ~ω для двух углов излучения, синяя

линия - Θ ≃ 35.7◦, красная линия Θ ≃ 25.4◦. На

рис. 2a–4a этим углам соответствуют стрелки такого

же цвета.

Как известно, интенсивность ИК от релятивист-

ских электронов имеет максимумы при определен-

ных частотах фотонов (см., например, [20–25]). Вид-

но, что “интенсивность” I на рис. 2b (и далее) также

имеет максимумы при определенных частотах фото-

нов. Это подчеркивает, что мы имеем дело с ИК TW-

фотонов, каналированным электроном.

На рисунках 2a и рис. 3a, 4a “яркие” области име-

ют треугольную форму. Чем выше энергия фотона,

тем ярче треугольник (тем выше “интенсивность”).

При определенной энергии ширина треугольника

уменьшается, и он темнеет. Эта энергия совпадает с

энергией, при которой наблюдается падение “интен-

сивности” (рис. 2b–4b).
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Рис. 3. (Цветной онлайн) То же, что и на Рис.1, но для
m = 3 и θκ = 30

◦; Θ ≃ 35.5◦ (синяя линия) и Θ ≃ 24.9◦

(красная линия). Зеленая пунктирная стрелка указы-
вает угол Θ = θκ

Рис. 4. (Цветной онлайн) То же, что и на рис. 1, но для
m = 9, θκ = 30

◦; Θ ≃ 33.4◦ (синяя линия) и Θ ≃ 26.4◦

(красная линия). Зеленая пунктирная стрелка указы-
вает угол Θ = θκ

На рисунках 3 и 4 показаны рассчитанные

спектрально-угловые распределения “интенсивно-

сти” I рентгеновских TWcr-фотонов с z-проекцией

TAM m = 3 и m = 9 для одного и того же

“внутреннего” угла θκ = 30◦.

На рисунке 5 показан “спектр” TAM m в диапа-

зонах m = 5...15 и m = −5...− 15.

Рис. 5. (Цветной онлайн) Спектральное распределение
z проекции TAM m = 5...15 и m = −5...− 15 для рент-
геновских TWcr-фотонов с энергией ~ω = 30КэВ

Наиболее удивительный результат, представлен-

ный на рис. 2–4, заключается в том, что значение

“внутреннего” угла θκ определяет азимутальный угол

Θ = θκ, вблизи которого испускаются рентгеновские

TWcr-фотоны.

Интенсивность имеет два максимума: один – при

углах немного меньших Θ = θκ, и второй – при углах,

немного больших Θ = θκ.

Для проверки этого были выполнены расчеты

спектрально-угловых распределений рентгеновских

TWcr-фотонов с “внутренним” углом θκ = 60◦. Ре-

зультаты показаны на рис. 6.

Рис. 6. (Цветной онлайн) Сравнение спектрально-
угловых распределений рентгеновских TWcr-фотонов
с “внутренним” углом θκ = 60

◦ и z-проекциями ТАМ
m = 3, 6, 9

Интенсивность I TWcr-фотонов, испускаемых

под углами Θ < θκ, больше, чем интенсивность I

TWcr-фотонов, испускаемых под углами Θ > θκ.

Эти результаты можно визуализировать с помо-

щью графика интенсивности I = I(Θ, θκ) TWcr-

фотонов (см. рис. 7).

Рис. 7. (Цветной онлайн) Графики зависимости интен-
сивноси I TWcr-фотонов с z-проекцией TAM m = 3, 6, 9

от углов излучения Θ и “внутреннего” угла θκ

4. Заключение. В рамках квантовой электроди-

намики были исследованы спектрально-угловые рас-

пределения TW-фотонов, испускаемых аксиального

каналированными релятивистскими электронами.

В заключение отметим:

• Вероятность испускания TWcr-фотонов имеет

резкие пики при определенных энергиях. По-
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ложения этих пиков совпадают с положениями

пиков для обычного ИК (см. рис. 2–4).

• Распределение TWcr-фотонов имеет два мак-

симума вблизи Θ = θκ. “Интенсивность” I (9)

TWcr-фотонов, испускаемых под углами Θ ≤

θκ, больше, чем под углами Θ ≥ θκ.

В данной работе мы исследовали излучение

TWcr-фотонов при аксиальном каналировании

электронов только под большими углами к кристал-

лической оси, так как, по нашему мнению, излучение

под малыми углами будет сложно отличить от ИК.

Тем не менее, в дальнейшем мы планируем более

подробно изучить этот вопрос.

Финансирование работы. Данная работа фи-
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ного исследовательского Томского политехнического

университета и Томского государственного универ-

ситета систем управления и радиоэлектроники. Ни-

каких дополнительных грантов на проведение или

руководство данным конкретным исследованием по-

лучено не было.
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