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Для частиц с произвольным спином с помощью коварианта Фробениуса построен оператор проекти-
рования на собственные подпространства квадратов полного и орбитального моментов импульса. Для
данного коварианта существуют эквивалентные представления: в виде полинома от скалярного произ-
ведения операторов спина и орбитального момента и в виде конечного разложения по соответствующим
операторам поляризации. Установлена связь с проекционным оператором Вилларса, который широко
применяется в теории структуры атомных ядер.
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Проекционные операторы находят многочис-

ленные применения в квантовой механике, теории

структуры атомных ядер и квантовой теории поля.

Известно, что вариационные методы, как правило,

нарушают симметрии исходного гамильтониана. В

оболочечных моделях ядра восстановление трансля-

ционной, галилеевой и вращательной симметрий, а

также построение состояний с определенным числом

частиц в рамках схем спаривания осуществляется

с использованием проекционной техники [1, 2].

Решения в виде плоских волн релятивистских вол-

новых уравнений для частиц со спином 1/2 [3] и

частиц с более высоким спином (см., например, [4]),

включая их свойства симметрии, описываются с

помощью проекционных операторов. Данный подход

позволяет построить ковариантные алгебраические

выражения для матричных элементов перехода

частиц, которые обеспечивают вычислительную

эффективность при моделировании процессов

рассеяния [5–7].

Для систем со сферической симметрией проек-

ционная техника открывает значительный, но пока

не полностью реализованный потенциал в описании

динамики частиц. Чтобы проиллюстрировать спектр

возможных приложений, приведем три примера.

Первым иллюстративным примером является за-

полнение вакансии в электронной подоболочке ато-

ма: (nJLM) → (nJLM)′ + γ, где n – главное кван-

товое число, J – полный момент импульса, M =

= −J, . . . , J – магнитное квантовое число, а L – ор-

битальный момент. Электрон из подоболочки (nJL)
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переходит в незанятое состояние (nJLM)′ с испуска-

нием фотона γ.

Все атомные β-процессы служат дополнитель-

ной иллюстрацией, включая одиночный и двойной

β-распады, а также электронный захват [8]. При рас-

четах вероятности электронного захвата и вероят-

ности β-распада в связанное состояние производит-

ся суммирование по магнитным квантовым числам

электрона.

В физике элементарных частиц рассматриваются

распады заряженных частиц, захваченных атомами.

В качестве примера упомянем распады Ω−-гиперона

со спином S = 3/2 из связанного состояния на атом-

ной орбите [9]. Расчет скоростей распада Ω− вклю-

чает усреднение по магнитным квантовым числам.

В нерелятивистском приближении матричные

элементы в задачах со сферической симметрией

имеют вид

Mfi ∝ tr
[

V̂ Y LS
JM (n)Y L′S′†

J′M ′ (n
′)
]

, (1)

где Y LS
JM (n) и Y L′S′

J′M ′(n′) – сферические тензоры час-

тиц в начальном и конечном состояниях. Под зна-

ком следа спинорные индексы опущены; n и n
′ –

единичные векторы в направлениях либо импульсов

частиц, либо их координат. Оператор V̂ описывает

взаимодействие. В рассмотренном первом примере

Y L′S′

J′M ′ (n′) входит в волновую функцию, описыва-

ющую вакансию в электронной оболочке. Уравне-

ние (1) также применимо к захвату электрона и

Ω−-распаду из связанного состояние, где сфериче-

ские тензоры описывают поляризацию и угловое

распределение продуктов распада: нейтрино и либо

Λ-гиперона, либо Ξ0-гиперона соответственно.
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В практически важных случаях, когда вероят-

ность распада суммируется по M , сферические тен-

зоры можно заменить оператором

̺LS
J (n,n∗) =

∑

M

Y LS
JM (n)Y LS†

JM (n∗), (2)

который проецирует волновые функции частиц со

спином S на совместные собственные подпростран-

ства операторов J 2 = J µJµ и L2 = LµLµ. В даль-

нейшем Sµ, J µ и Lµ обозначают операторы спина,

полного и орбитального моментов импульса соответ-

ственно, причем J µ = Sµ + Lµ.

Выражение для вероятности распада содержит

∑

MM ′

|Mfi|2 ∝ tr
[

V̂ ̺LS
J (n,n∗)V̂

†̺L
′S′

J′ (n′,n′
∗)
]

, (3)

где n∗ и n
′
∗ – аргументы сферических тензоров,

входящих в комплексно-сопряженный матричный

элемент.

В данной работе мы приводим конечные разложе-

ния ̺LS
J (n,n∗) по степеням скалярного произведения

SµLµ, а также в терминах операторов поляризации

TLM (S) и TLM (L). Последние обычно используются

для описания наблюдаемых характеристик частиц,

таких как магнитные дипольные моменты, электри-

ческие квадрупольные моменты и т. д. Наши обо-

значения и соглашения о нормировке соответствуют

принятым в работе [10].

Простое представление для ̺LS
J (n,n∗) можно по-

строить с помощью коварианта Фробениуса

FLS
J =

∏

j 6=J

j(j + 1)I − J 2

j(j + 1)− J(J + 1)
, (4)

где I – единичная матрица размерности (2S + 1) ×
×(2S + 1), а произведение берется по всем значениям

j = |L − S|, . . . , L + S, исключая j = J . Тождество

J 2 = S(S + 1)I + L(L + 1)I + 2SµLµ показывает,

что правая часть уравнения зависит от скалярного

произведения операторов Sµ и Lµ. Выражение (4)

представляет собой полином степени 2J относитель-

но SµLµ, записанный в виде произведения соответ-

ствующих линейных множителей. В случае вырож-

дения, как в нашем сценарии, произведение берется

по различным собственным значениям J 2.

Ковариант удовлетворяет условиям: FLS
J FLS

J′ =

= δJJ′FLS
J и tr[FLS

J ] = 2J + 1, где 2J + 1 – крат-

ность вырождения J 2. Суммирование FLS
J по J в

интервале |L − S|, . . . , L + S дает разложение еди-

ницы:
∑

J FLS
J = 1. В обозначениях бра-кет FLS

J =

=
∑

M |JM〉〈JM |, где явная зависимость состояний

|JM〉 от L и S опущена.

Теорема сложения для сферических гармоник

позволяет выполнить суммирование ̺LS
J (n,n∗) по J :

∑

J

̺LS
J (n,n′) =

2L+ 1

4π
PL(nn

′)I, (5)

где полином Лежандра PL(nn
′), умноженный на

(2L+ 1)/(4π), проецирует на подпространство, соот-

ветствующее собственному значению L орбитально-

го момента. Применяя FLS
J к обеим частям уравне-

ния (5), получаем:

̺LS
J (n,n′) = FLS

J

2L+ 1

4π
PL(nn

′). (6)

Здесь оператор Lµ, входящий в FLS
J , действует на

вектор n.

Конечное разложение FLS
J по степеням SµLµ

имеет прозрачную и четко определенную структу-

ру. Однако степени SµLµ содержат тензорные опе-

раторы, образованные произведениями Sµ1 . . .SµK

и Lµ1
. . .LµK

, которые не являются ни симметрич-

ными, ни бесследовыми. Это затрудняет выделение

вкладов суммарного спина и суммарного орбиталь-

ного момента в отдельных членах разложения.

Спиновые поляризационные операторы TKM (S)
образуют полный базис в пространстве эрмитовых

матриц размерности (2S + 1) × (2S + 1) при 0 ≤
≤ K ≤ 2S. Они представляют собой неприводимые

тензорные операторы группы вращений и создают

естественную основу для описания взаимодействий с

внешними полями определенной мультиполярности.

В дальнейшем будет также использоваться оператор

поляризации TKM (L), связанный с орбитальным мо-

ментом; он определяется аналогично TKM (S).
При вращениях системы координат внешнее про-

изведение Y LS
JM (n)Y L′S′†

J′M ′ (n′) преобразуется с помо-

щью матриц поворота, действующих на спиновые ин-

дексы спиновых волновых функций и координаты

n и n
′. Внешнее произведение спиновых волновых

функций, χSσ′χ†
Sσ, может быть разложено по спино-

вым поляризационным операторам [10]. Разложение

показывает, что действие матриц поворота на спино-

вые индексы χSσ′ и χSσ эквивалентно действию на

векторные индексы спиновых матриц Sµ, и поэтому

формально может быть заменено последними.

Мы разложим выражение Y LS
JM (n)Y L′S′†

J′M ′ (n′) по

операторам поляризации TLM (S) в комбинации со

сферическими гармониками YLM (n) и YL′M ′(n′), со-

ответствующими начальному и конечному состоя-

ниям частиц. Такое разложение позволяет предста-

вить ̺LS
J (n,n′) в виде суммы скалярных произведе-
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ний TLM (S) и TLM (L), действующих на полином Ле-

жандра степени L.

Заменяя внешнее произведение χSσ′χ†
Sσ на сум-

му поляризационных операторов спина и сумми-

руя по магнитным квантовым числам в разложении

Y L1S
J1M1

(n)Y L2S†
J2M2

(n′), получаем

Y L1S
J1M1

(n)Y L2S†
J2M2

(n′) =

=
∑

KL12LM

(−1)−M2+J2−L2+L−K−L12ΠKL12J1J2
CLM

J1M1J2−M2

×











S S K

L2 L1 L12

J2 J1 L











×

× {TK(S)⊗ {YL1
(n)⊗ YL2

(n′)}L12
}LM , (7)

где {9j} обозначает 9j символ, (YL1
(n1)⊗YL2

(n2))LM –

двойная сферическая гармоника, ΠKL12J1J2
=

= ((2K + 1)(2L12 + 1)(2J1 + 1)(2J2 + 1))1/2. Сум-

мирование ограничено условием 0 ≤ K ≤ 2S и

подчиняется неравенствам треугольника для угло-

вых моментов в группах (L1, L2, L12), (K,L12, L) и

(L, J1, J2). Матричный элемент (1) с V̂ = TKM (S)
можно получить из уравнения (7), используя орто-

гональность поляризационных спиновых операторов

при взятии следа в пространстве спиновых матриц.

В квадрате модуля матричных элементов сфери-

ческие тензоры группируются в пары, что очевид-

но из уравнения (3). Соответственно, особый инте-

рес представляет частный случай J1 = J2 = J и

L1 = L2 = L, в котором суммирование выполняет-

ся по M1 при M2 = M1. Результат представляется в

виде уравнения (6) с ковариантом Фробениуса, вы-

раженным через скалярное произведение TKM (S) и

TKM (L):

FLS
J = (2J + 1)

2min(S,L)
∑

K=0

(−1)S+L+J+K
√
2K + 1×

×
{

S S K

L L J

}

{TK(S) ⊗ TK(L)}00, (8)

где {6j} обозначает 6j символ; индекс K принима-

ет значения от нуля до минимума двух максималь-

ных значений полярности, связанных с оператора-

ми поляризации спинового и орбитального моментов.

Оператор ̺LS
J (n,n′) ковариантен относительно вра-

щений.

Действие оператора {TK(S)⊗ TK(L)}00 на функ-

цию (2L+1)PL(nn
′)/(4π), входящую в уравнение (6),

приводит к выражению

(−1)K−L{TK(S) ⊗ {YL(n)⊗ YL(n
′)}K}00.

Совместные собственные подпространства опера-

торов J 2 и Jz получаются с помощью оператора,

построенного в виде композиции двух ковариантов

Фробениуса:

FJM = FLS
J

∏

m 6=M

mI − Jz

m−M
, (9)

где произведение берется по всем целым или полуце-

лым числам m от −J до J , за исключением m = M .

В обозначениях бра-кет: FJM = |JM〉〈JM |.
Соответствие с оператором проекции углового

момента Вилларса PJ
MM ′ = |JM〉〈JM ′|, обычно

используемым в исследованиях структуры ядер

[1, 2], устанавливается с помощью соотношений

PJ
MM = FJM и

∑

M PJ
MM = FLS

J . Недиагональные

матричные элементы подчиняются соотношению

PJ
MM ′ = NJMM ′ (J±1)

|M−M ′| FJM ′ , (10)

где Jµ задан в циклическом базисе. Верхний знак (+)

используется при M > M ′, а нижний знак (−) – в об-

ратных случаях. Нормировочная константа NJMM ′

определяется уравнением

1/NJMM ′ =
∏

m

(

∓
√

(J ±m+ 1)(J ∓m)/2
)

,

в котором произведение берется по всем значени-

ям m в интервале [min(M ′,M ∓ 1),max(M ′,M ∓ 1)].

Оператор PJ
MM ′ находится численно путем инте-

грирования по пространству группы вращений, то-

гда как алгебраическое выражение в уравнении (10)

основывается на операции матричного умножения

при матричной реализации операторов.

Уравнения (4), (9) и (10) остаются справедли-

выми для многочастичных систем при условии вы-

рождения собственных значений операторов J 2 и

Jz. Для таких систем внутренние квантовые чис-

ла (L, S) одной частицы заменяются соответствую-

щими значениями (La, Sa) для каждой из A час-

тиц (где a = 1, . . . , A), например, нуклонов в ядре.

Оператор полного углового момента выглядит как

J µ =
∑

a(Sµ
a + Lµ

a). Cхема связи угловых моментов

частиц определяется исходя из минимизации энергии

в рамках вариационного метода.

Уравнение (8) допускает представление в декар-

товой системе координат, если выразить скалярное

произведение поляризационных операторов

(TK(S) ⊗ TK(L))00 =
(−1)K√
2K + 1

A
−1/2
SK A

−1/2
LK OK

через оператор OK = Sµ1 . . .SµKLν1 . . .LνK θν1...νKµ1...µK
,

где θν1...νKµ1...µK
– симметричный бесследовый тензор, об-

ладающий множеством полезных свойств, в том чис-

ле свойствами проекционного оператора (см., напри-
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мер, [11]). Нормировочная константа ASK определя-

ется соотношением

ASK =
K!(2S +K + 1)!

22K(2K + 1)!!(2S −K)!
,

и аналогично для ALK .

Тензор θν1...νKµ1...µK
возникает как множитель в про-

пагаторе свободных частиц с целым спином. Анало-

гичную роль в описании частиц с целым и полуце-

лым спином в сферически симметричных потенци-

алах играет оператор ̺LS
J (n,n′). Нерелятивистский

пропагатор таких частиц допускает разложение

GS(E, r, r′) =
∑

JL

GJLS(E, r, r′)̺LS
J (n,n′), (11)

которое отделяет радиальную компоненту

GJLS(E, r, r′) от угловой части. Здесь E обозначает

энергию частицы, пространственные координаты

определяются как r = nr, r
′ = n

′r′. Явная форма

оператора ̺LS
J (n,n′) упрощает анализ поведения

частиц с высшими спинами в сферически симмет-

ричных потенциалах.

В заключение приведем, в декартовых обозначе-

ниях, два частных примера проекционных операто-

ров для S = 1/2 и S = 1, полученных с использо-

ванием уравнений (4), (5) и (8). Для первого случая

явная форма имеет вид

̺
L1/2
J (n,n′) =

(

(J +
1

2
)O0 + 4 (J − L)O1

)

1

4π
PL(nn

′).

Проекция на состояния частиц со спином S = 1

задается выражениями

̺L1
L+1(n,n

′) =

=

(

2L+ 3

3
O0 +

2L+ 3

2(L+ 1)
O1 +

1

L+ 1
O2

)

1

4π
PL(nn

′),

̺L1
L (n,n′) =

=

(

2L+ 1

3
O0 −

2L+ 1

2L(L+ 1)
O1 −

2L+ 1

L(L+ 1)
O2

)

×

× 1

4π
PL(nn

′),

̺L1
L−1(n,n

′) =

=

(

2L− 1

3
O0 −

2L− 1

2L
O1 +

1

L
O2

)

1

4π
PL(nn

′).

Здесь O0 = 1, действие оператора OK для K = 1, 2

описывается соотношениями

O1PL(nn
′) = −iSµ[n× n

′]µP
′
L(nn

′),

O2PL(nn
′) = Sµ1Sµ2θν1ν2µ1µ2

×
× (−nν1n

′
ν2P

′
L(nn

′)− [n× n
′]ν1 [n× n

′]ν2P
′′
L(nn

′)),

где P ′
L(nn

′) и P ′′
L(nn

′) – первая и вторая производные

полинома Лежандра. При суммировании по J пред-

ставления приводят к уравнению (5). Для L = 0 при

всех значениях спина 4π̺0SS (n,n′) = O0. Несложно

получить проекционные операторы со спином S > 1.

Благодаря симметрии относительно перестановок ве-

личин Lµ1
, . . . ,LµK

, которые входят в OK , можно

применить формулу Фаа ди Бруно при выводе вы-

ражений с двойным суммированием для OKPL(nn
′)

в случае K ≥ 3.

Рассмотренные разложения FLS
J применимы в ре-

лятивистской постановке после трехмерной редук-

ции в системе отсчета со сферической симметрией.

Скорости захвата электронов в 123Te, рассчитанные

релятивистски в рамках развитого формализма, со-

гласуются с оценками, приведенными в литературе.

В дальнейших исследованиях формализм планирует-

ся использовать для описания β-процессов в модели

оболочек с восстановленной трансляционной и гали-

леевой инвариантностью.

Автором выражается признательность профессо-

ру Ф. Шимковичу за привлечение внимания к ис-
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тронного захвата.
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