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Рассмотрен композитный бозон на решетке, образованный двумя фермионами разных сортов с силь-
ным локальным притяжением. Показано, что возможно образование связанных состояний бозона на ло-
кализованной на одном узле статической магнитной примеси, действующей противоположным образом
на различные фермионные компоненты. Найдено семейство связанных состояний, вычислены их энер-
гии и критические значения величины примесного потенциала, определяющие условия возникновения
этих состояний.
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1. Введение. Известная задача [1, 2] о квантовой

частице, совершающей прыжки по узлам решетки

и взаимодействующей с притягивающим “дефектом”

(“примесью”), локализованным на одном из узлов,

иллюстрирует образование связанных состояний. В

случае прыжков только между ближайшими соседя-

ми связанное состояние возникает при любой вели-

чине потенциала примеси в одномерном и двумерном

случаях (1D и 2D), и только если величина потенци-

ала превышает критическое значение в трехмерном

(3D) случае. Если примесный потенциал охватыва-

ет несколько узлов решетки, могут возникать допол-

нительные связанные состояния, определяемые сим-

метрией системы [3].

Поскольку задача является одночастичной, ее

результаты не зависят от квантово-статистической

природы движущегося объекта, что делает ее при-

менимой к широкому кругу физических систем: от

электронов до холодных атомов в оптических ре-

шетках и состояний света в фотонных кристаллах.

В частности, к этой задаче сводится и случай силь-

но связанного композитного бозона (например, об-

разованного двумя фермионами различных сортов)

на решетке: в приближении жесткого бозона он ве-

дет себя как бесструктурная частица. Однако, как

показано в настоящем письме, наличие виртуальных

внутренних степеней свободы композитного бозона
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может приводить к интересным непертурбативным

изменениям известной примесной задачи с возник-

новением многообразия новых связанных состояний.

Мы рассматриваем двухкомпонентную фермион-

ную систему на решетке со слабыми перескоками

t между ближайшими соседями и сильным хаббар-

довским притяжением U между компонентами. Кро-

ме того, предполагается наличие одной “спиновой”

примеси, действующей противоположным образом

на две разные фермионные компоненты. Физиче-

ски это может быть реализовано как фермионы со

спином “вверх” и “вниз” в присутствии статической

магнитной примеси [4, 5], либо как система проти-

воположно заряженных носителей (например, элек-

тронов и дырок), взаимодействующих с заряженной

примесью [6].

Притяжение между двумя компонентами приво-

дит к образованию связанных пар фермионов, ко-

торые можно рассматривать как композитные бо-

зоны. Имея в виду упомянутую выше одночастич-

ную задачу, мы ограничиваемся рассмотрением од-

ного композитного бозона, т.е. лишь парой различ-

ных фермионов. Примечательно, что в пределе ну-

левой амплитуды фермионных перескоков энергия

связанной пары не зависит от узла, на котором она

локализована, включая узел с примесью, вследствие

противоположного влияния спиновой примеси на две

компоненты. При учете малой, но конечной ампли-

туды перескоков композитный бозон становится по-
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движным благодаря виртуальным процессам распа-

да и рекомбинации пары. Одновременно примесь на-

чинает влиять на композитный бозон не только на са-

мом примесном узле, но и на его ближайшем окруже-

нии. Вследствие этого, взаимодействие с примесью

порождает семейство связанных состояний компо-

зитного бозона. Ниже мы исследуем структуру этих

состояний и условия их возникновения.

2. Модель. Гамильтониан чистой системы мож-

но представить в виде

Hf = t
∑

〈i,j〉

(
a+1,ia1,j + a+2,ia2,j

)
− U

N∑

i=1

n1,in2,i , (1)

где a+s,i, as,i и ns,i = a+s,ias,i – операторы рожде-

ния, уничтожения и числа фермионов двух сортов

(s = 1, 2) соответственно.

В пределе слабого межузельного перескока

(t ≪ U) в рамках теории возмущений до второго

порядка по t можно перейти от фермионного га-

мильтониана (1) к эффективному гамильтониану

композитного бозона

H0 = −J
∑

〈i,j〉

b+i bj −
(
U +

2t2Z

U

)∑

i

b+i bi, (2)

где Z – число ближайших соседей, b+i , bi – опе-

раторы рождения и уничтожения бозона, связан-

ные с фермионными операторами как b+i ≡ a+1,ia
+
2,i,

bi ≡ a1,ia2,i, и амплитуда бозонных перескоков

J = 2t2/U .

Предположим теперь, что один узел (обозначим

его как “0”) занят примесью, взаимодействующей с

фермионными компонентами на этом узле

Himp = w1n1,0 + w2n2,0. (3)

В общем случае константы взаимодействия w1 и w2

могут быть произвольными.

В частности, если примесь притягивает обе ком-

поненты одинаково, т.е. w1 = w2 ≡ −w < 0, то, в

пределе нулевых перескоков фермионов, пара, лока-

лизованная на примесном узле, образует основное со-

стояние, поскольку ее энергия −(U +2w) ниже энер-

гии пары −U , расположенной на любом другом уз-

ле. При учете слабых межузельных перескоков этот

случай сводится к известной примесной задаче, упо-

мянутой ранее.

Случай спиновой примеси, т.е. w1 = −w2 ≡ w,

гораздо интереснее. Суммарное действие примеси на

связанную пару теперь равно нулю. В результате, по-

ка |w| < U (что обеспечивает существование связан-

ной пары), композитный бозон на примесном узле

имеет ту же энергию, что и композитный бозон на

любом другом узле, и, в отсутствие фермионных пе-

рескоков, основное состояние вырождено.

Учитывая слабые межузельные перескоки фер-

мионов в порядке t2, мы получаем индуцированный

примесью эффективный возмущающий бозонный га-

мильтониан, который действует на узле ‘0’ и его Z

ближайших соседях

V = −Jγ
∑

i:〈i,0〉

(
b+i bi + b+0 bi + b+i b0

)
− JγZb+0 b0. (4)

Здесь γ – эффективный параметр примесного потен-

циала

γ =
w2

U2 − w2
. (5)

Отметим, что примесь модифицирует не только диа-

гональные, но и недиагональные (перескоковые) чле-

ны эффективного гамильтониана.

3. Связанные состояния. Из одночастичного

уравнения Шредингера

(
H0 + V

)
ψ = Eψ (6)

можно получить уравнение для волновых функций

на узлах

ψi =
∑

j,l

Gi,jVj,lψl, (7)

гдеG =
(
E −H0

)−1
– функция Грина свободной час-

тицы на идеальной решетке. Матричные элементы

Vj,l отличны от нуля только в следующих случаях:

V0,0 = −JγZ, V0,δ = Vδ,0 = Vδ,δ = −Jγ, где δ пробега-

ет узлы, соседние с узлом “0” (занятым примесью).

Для определенности, ниже мы рассматриваем квад-

ратную (кубическую) решетку.

Уравнение (7) представляет собой полную за-

мкнутую систему для волновых функций на примес-

ном узле ψ0 и его соседях ψδ (например, в двумерном

случае δ принимает значения x, y,−x,−y). Исполь-

зуя симметрию системы, удобно ввести комбинации

волновых функций, диагонализующие систему (7).

Эти комбинации таковы:

ψ̃ ≡ Zψ0 +
∑

δ

ψδ;

ψa
δ ≡ ψδ − ψ−δ; ψs

δ ≡ ψδ + ψ−δ,

∆ψs ≡ ψs
δ1 − ψs

δ2 , δ1 6= δ2, δ1 6= −δ2.

(8)

Тогда система (7) принимает вид

ψ0 = −γJψ̃ (G1 +G0) , (9)
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ψ̃ = −γJψ̃



(Z + 1)G0 + 2ZG1 +
∑

δ′:δ′ 6=δ

Gδ′,δ



 , (10)

ψa
δ = −γJψa

δ (G0 −Gδ,−δ) , (11)

∆ψs = −γJ∆ψs (G0 +Gδ,−δ − 2Gd) , (12)

где мы использовали сокращенные обозначения для

функций Грина

Gi,i = G0,0 ≡ G0, G0,δ = Gδ,0 ≡ G1,

Gδ′,δ ≡ Gd для δ′, δ на разных осях. (13)

Уравнение (9) дает связь между ψ0 и ψ̃, тогда как

уравнения (10)–(12) определяют три группы незави-

симых решений (два решения в 1D, поскольку в этом

случае ∆ψs ≡ 0).

Первое (с наименьшей энергией) решение (ψ̃ 6= 0)

для связанного состояния является симметричным:

ψδ ≡ ψ1 6= 0 для всех δ и ψ0 6= 0 (определяется выра-

жением (9)). Энергия этого состояния находится из

уравнения

− 1

γ
= − (Z + 1)G0(Ẽ) + 2ZG1(Ẽ) +

∑

δ′:δ′ 6=δ

Gδ′,δ(Ẽ),

(14)

где мы ввели безразмерную энергию Ẽ = E/J , вы-

ражения для зависящих от энергии функций Грина

приведены в Приложении. Для удобства, мы отсчи-

тываем энергию от E0 = −
(
U + 2t2Z/U

)
.

Уравнения (11), (12) определяют два набора свя-

занных состояний с более высокими энергиями. Пер-

вый набор образован p- состояниями ψδ = −ψ−δ,

энергия которых определяется уравнением

− 1

γ
= G0(Ẽ)−Gδ,−δ(Ẽ). (15)

Поскольку для величин ψa
δ имеется d независимых

уравнений, кратность вырождения этих состояний

равна d.

Третий набор (∆ψs 6= 0) возникает только в 2D

и 3D, поскольку для одномерной решетки уравнение

(12) тождественно равно нулю. В более высоких раз-

мерностях оно дает d-состояние с энергией, опреде-

ляемой уравнением

− 1

γ
= G0(Ẽ) +Gδ,−δ(Ẽ)− 2Gd(Ẽ). (16)

Используя связь между функциями Грина

Gδ′,δ, G1 и G0 (см. Приложение), можно выразить

приведенные выше уравнения (14) и (16) через всего

лишь две функции Грина G0 и Gδ,−δ

G0(Ẽ) =
γẼ − Z − 2Zγ

γ
(
Z − Ẽ

)2 , (17)

и

Gδ,−δ(Ẽ) =

(
2Ẽ2

Z2
− 1

)
G0(Ẽ)− Z − 2

Zγ
− 2Ẽ

Z2
. (18)

Ниже мы приводим результаты аналитических и

численных [7] расчетов для каждой размерности.

4. Результаты. Зависимости энергий связанных

состояний, отсчитанных от дна зоны ∆ ≡ Ẽ + Z,

представлены на рис. 1–3 для 1D, 2D и 3D решеток

соответственно. Во всех размерностях симметричное

связанное состояние обладает наименьшей энергией.

Оно существует при любом сколь угодно малом зна-

чении параметра γ (5) в 1D и 2D и при γ выше неко-

торого критического значения γsc в 3D. Эти условия

ожидаемы и аналогичны известной задаче о примес-

ном центре [1, 2].

Дополнительные связанные состояния композит-

ного бозона возникают при достаточно сильной при-

меси в любой размерности. Число таких состояний и

их вырождение определяются симметрией и размер-

ностью решетки. Соответствующие критические зна-

чения параметра γc (а также критические значения

примесного потенциала wc), при которых возникают

s-, p- и d-состояния, находятся подстановкой Ẽ = −Z
(дно энергетической зоны) в уравнения (17), (15) и

(18) соответственно.

В одномерном случае (рис. 1) имеются два реше-

ния: симметричное ψ1 = ψ−1, ψ0 6= 0 и антисиммет-

ричное ψ1 = −ψ−1, ψ0 = 0 с энергиями, определяе-

мыми уравнением (17) при Z = 2 и уравнением (15)

соответственно.

Симметричное связанное состояние существует

при любом сколь угодно малом γ, приближаясь ко

дну энергетической зоны как

∆ ≈ −16γ2. (19)

Антисимметричное состояние появляется при

критическом значении γpc = 1, причем вблизи порога

∆ ≈ −
(
γ − 1

γ

)2

, (20)

и далее при всех значениях параметра γ оно распо-

лагается выше по энергии, чем симметричное состо-

яние. Пороговому значению γpc соответствует крити-

ческая величина потенциала спиновой примеси

wp
c/U = 1/sqrt2 ≈ 0.707107. (21)
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Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость энергии свя-
занного состояния (отсчитанной от дна зоны) от эф-
фективного параметра примесного потенциала γ для
1D решетки. Симметричное связанное состояние суще-
ствует при любом сколь угодно малом γ с квадратич-
ной асимптотикой ∆ ≈ −16γ2, тогда как антисиммет-
ричное состояние возникает лишь выше критического
значения γp

c = 1 с асимптотикой ∆ ≈ − [(γ − 1)/γ]2

На двумерной решетке (рис. 2) низшее связан-

ное состояние также является симметричным и су-

ществует при любых γ, однако его отступ от дна зо-

ны при малых γ экспоненциально мал:

∆ ≈ −4e−π/4γ. (22)

По мере роста γ возникают более высокие свя-

занные состояния. Сначала, при γpc = π/(π − 2) ≈
≈ 2.751938, что соответствует критическому потен-

циалу спиновой примеси

wp
c

U
=

√
π

2(π − 1)
≈ 0.856429, (23)

возникает дважды вырожденное p-состояние (ψx =

= −ψ−x и ψy = −ψ−y, где x, y обозначают узлы, со-

седние с узлом “0”, на соответствующих осях). При

дальнейшем увеличении γ возникает d-состояние

(ψx = ψ−x = −ψy = −ψ−y) при γ > γdc = π/(4− π) ≈
≈ 3.659792, чему соответствует критический примес-

ный потенциал

wd
c

U
=

√
π

2
≈ 0.886227. (24)

Для трехмерной решетки (рис. 3) низшее (сим-

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость энергии связан-
ного состояния (отсчитанной от дна зоны) от эффек-
тивного параметра примесного потенциала γ для 2D
квадратной решетки. Симметричное связанное состоя-
ние существует при любом сколь угодно малом γ с экс-
поненциальной асимптотикой ∆ ≈ −4e−π/4γ . Дважды
вырожденное p-состояние возникает выше критическо-
го значения γp

c ≈ 2.751938, а d-состояние существует
при γ > γd

c = π/(4− π) ≈ 3.659792

метричное) связанное состояние возникает лишь при

конечном значении γsc = 1/3(4IW− 1) ≈ 0.326206, где

IW – третий интеграл Ватсона [8]

IW =

∫

BZ

dq

(2π)
3

1

3− cos (qx)− cos (qy)− cos (qz)

=

√
6

96π3
Γ

(
1

24

)
Γ

(
5

24

)
Γ

(
7

24

)
Γ

(
11

24

)

≈ 0.505462. (25)

Этому критическому параметру γsc соответствует

критический потенциал спиновой примеси

ws
c

U
=

√
1

2(6IW − 1)
≈ 0.495953. (26)

p-состояние теперь трижды вырождено (ψδ =

= −ψ−δ, δ = x, y, z) и существует выше γpc ≈
≈ 4.765497, чему соответствует критический примес-

ный потенциал

wp
c

U
≈ 0.909150. (27)

Уравнение (12) для d-состояния в 3D дает три
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Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость энергии связан-
ного состояния (отсчитанной от дна зоны) от эффек-
тивного параметра примесного потенциала γ для ку-
бической решетки. Низшее (симметричное) связанное
состояние существует только при γ > γs

c ≈ 0.326206.
Трижды вырожденное p-состояние возникает при γ >
> γp

c ≈ 4.765497. Дважды вырожденное d-состояние
возникает при γ > γd

c ≈ 5.398476

уравнения для трех возможных конфигураций: (i)

δ1 = x, δ2 = y, (ii) δ1 = y, δ2 = z, (iii) δ1 = x,

δ2 = z. На самом деле одно из этих уравнений явля-

ется линейной комбинацией двух других. Это озна-

чает, что d-состояние дважды вырождено. В более

принятом виде эти состояния можно представить

как ψx = ψ−x = −ψy = −ψ−y, ψz = ψ−z = 0 и

ψz = ψ−z = −(ψx + ψy), ψx = ψ−x = ψy = ψ−y.

Критическое значение эффективного примесного по-

тенциала для d-состояния равно γdc ≈ 5.398476, или,

в терминах потенциала спиновой примеси,

wd
c

U
≈ 0.918538. (28)

Отметим, что энергии связанных состояний вы-

ражены в единицах амплитуды бозонных перескоков

J = 2t2/U . Однако критические значения эффектив-

ного примесного потенциала γc, определяющие воз-

никновение более высоких связанных состояний, не

зависят от J и полностью определяются отношени-

ем величины примесного потенциала w к величине

притяжения U между фермионными компонентами.

5. Заключение. В работе приведено описание

композитного бозона, состоящего из двух связанных

фермионов разных сортов, на 1D, 2D и 3D решет-

ках в присутствии “магнитной” примеси, действую-

щей противоположным образом на составляющие бо-

зона (аналогично действию статического магнитно-

го поля на электроны со спином “вверх” и “вниз”).

В пределе, когда амплитуда перескоков фермионов

мала по сравнению с энергией их связи, мы полу-

чили семейство связанных состояний композитного

бозона на одноузельной примеси. Энергии этих со-

стояний определяются симметрией и размерностью

системы. Мы вычислили критические значения при-

месного потенциала, определяющие возникновение

последовательности связанных состояний. Примеча-

тельно, что соответствующие критические значения

не зависят от амплитуды перескоков и определя-

ются исключительно отношением величины примес-

ного потенциала w к энергии притяжения между

фермионными компонентами U . Найденные связан-

ные состояния можно рассматривать как аналог со-

стояний Ю–Шибы–Русинова [9–11], известных для

БКШ (слабосвязанного) режима в сверхпроводни-

ках, но для противоположного (сильносвязанного)

режима, подобного тому, что был предложен в бозе-

конденсатной модели сверхпроводимости [12–15].

Авторы благодарят Ю. Г. Махлина и А. Н. Рубцо-

ва за полезные обсуждения.

Приложение. Упрощение уравнений для

энергий связанных состояний

Уравнения (14)–(16) включают несколько функ-

ций Грина, зависящих от безразмерной энергии

Ẽ = E/J

G0(Ẽ) =

∫

BZ

ddk

(2π)d
1

Ẽ + 2
∑d

α=1 cos kα
, (A.1)

G1(Ẽ) =

∫

BZ

ddk

(2π)d
eik1

Ẽ + 2
∑d

α=1 cos kα
, (A.2)

Gδ′,δ(Ẽ) =

∫

BZ

ddk

(2π)d
eikδ′ e−ikδ

Ẽ + 2
∑d

α=1 cos kα
. (A.3)

Эти функции Грина связаны между собой, причем

соответствующие соотношения могут быть получены

из уравнений

∑

l

(
Eδi,l −H0

i,l

)
Gl,j = δi,j , (A.4)

где δi,j – символ Кронекера. Полагая i = j = 0, по-

лучаем

G1(Ẽ) =
1

Z
− Ẽ

Z
G0(Ẽ). (A.5)
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В то же время случай i = 0, j = δ дает

∑

δ′:δ′ 6=δ

Gδ′,δ(Ẽ) = −ẼG1(Ẽ)−G0(Ẽ)

= − Ẽ
Z

+

(
Ẽ2

Z
− 1

)
G0(Ẽ). (A.6)

Кроме того, сумму функций Грина Gδ′,δ можно пред-

ставить как

∑

δ′:δ′ 6=δ

Gδ′,δ = Gδ,−δ + (Z − 2)Gd. (A.7)

Подстановка выражений (A.5)–(A.7) в уравнения

(14)–(16) приводит их к виду

s-состояние:

G0(Ẽ) =
γẼ − Z − 2Zγ

γ
(
Z − Ẽ

)2 , (A.8)

p-состояние:

− 1

γ
= G0(Ẽ)−Gδ,−δ(Ẽ), (A.9)

d-состояние:

Gδ,−δ(Ẽ) =

(
2Ẽ2

Z2
− 1

)
G0(Ẽ)− Z − 2

Zγ
− 2Ẽ

Z2
. (A.10)

Теперь уравнения включают не более двух функций

Грина (G0 и Gδ,−δ), что значительно упрощает вы-

числения.
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