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Мы теоретически исследуем тепловой эффект Холла в бозонных системах, имея в виду возможные
приложения к магнитоупорядоченным изоляторам, в которых основным состоянием является решетка
магнитных скирмионов. Спектр магнонов в таких системах может испытывать топологический переход
при изменении внешнего магнитного поля, и тепловой эффект Холла может служить инструментом
для подтверждения этого явления. Мы заново выводим формулы, пригодные для наших целей, и при-
ходим к выражениям, которые имеют другую температурную зависимость теплового эффекта Холла
по сравнению с ранее представленными результатами. В частности, в присутствии аномальных членов
в гамильтониане магнонов, холловская теплопроводность имеет маленький, но конечный остаточный
вклад ∼ 1/T . Этот вклад может стать значимым при очень низких температурах и напоминает эффект
Мейснера в сверхпроводящих металлах.
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Введение. В последнее десятилетие большое

внимание привлекают топологические свойства маг-

нетиков с неколлинеарным типом упорядочения [1].

В частности, активно обсуждаются магнитные скир-

мионы и их упорядоченные массивы. Основное со-

стояние таких систем, известное как скирмионный

кристалл (СкК), обладает нетривиальной топологи-

ей. Магнонные возбуждения над основным состояни-

ем СкК могут также быть топологически нетриви-

альными, так что магнонные зоны характеризуют-

ся такими величинами, как кривизна Берри и число

Черна [2–5].

Недавно было показано, что изменение внешнего

магнитного поля может приводить к топологическо-

му переходу в спектре магнонов [6, 7]. Оказывается,

что такой переход также чувствителен к обменной

анизотропии, что может препятствовать его экспе-

риментальному наблюдению [8]. Одной из возможно-

стей проверить существование топологического пе-

рехода в спектре является измерение теплового эф-

фекта Холла (ТЭХ) в этих системах [9, 10], при этом

ожидается, что температурная зависимость ТЭХ из-

менится при переходе. Обычный эффект Холла в
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магнитных изоляторах отсутствует, поскольку низ-

коэнергетические магнонные возбуждения являются

зарядово-нейтральными, и ТЭХ определяется топо-

логической характеристикой, известной как кривиз-

на Берри.

В поисках формул, подходящих для моделирова-

ния ТЭХ в бозонных системах, мы обнаружили, что

в разных работах были получены несколько противо-

речивые результаты. В статье [11] представлена бо-

лее простая формула для холловской теплопровод-

ности, κxy, которая, однако, расходится при T → 0.

Эта формула оспаривается в работах [12–15], авто-

ры которых отмечают необходимость добавления до-

полнительного слагаемого, названного “намагничен-

ностью энергии” или краевым током, так что окон-

чательный, более сложный, вид поперечной тепло-

проводности κxy исчезает в пределе T = 0. Попытка

согласовать эти формулы для геометрии с конечной

шириной образца [16] привела к подтверждению вы-

водов работ [13] и [15]. В работе [15] был представлен

детальный вывод κxy, и мы стали использовать эти

выражения.

Однако предварительное исследование ТЭХ в

СкК для нашей непрерывной модели [7] показало,

что средняя кривизна Берри, Ωxy
n , остается почти по-

стоянной при увеличении энергии магнонов, εn. Эта

деталь вместе с выражением для κxy, представлен-
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ным в [15], делает почти невозможным обнаруже-

ние любого изменения T -зависимости ТЭХ вблизи

топологического перехода в низкоэнергетической ча-

сти спектра. Видя это свойство, мы решили заново

вывести формулу для ТЭХ, беря за основу статью

[15], и притом уделяя особое внимание так называе-

мым нулевым колебаниям в нашей задаче. При этом

мы не предполагали конечную геометрию образца и

наличие краевых токов, так же как это было сде-

лано в [15]. К нашему удивлению, полученное нами

итоговое выражение для κxy отличается от формул,

опубликованных ранее в [13, 15], и оно ближе по сво-

ей структуре к выражению, представленному в [11].

То, насколько предлагаемый нами вид κxy важен для

ТЭХ в СкК, обсуждается в заключительном разделе

нашей статьи.

Модель. Ранее было показано [17, 18], что маг-

нонные возбуждения в СкК определяются плотно-

стью энергии

h =
1

2

(
ψ̄, ψ

)
Ĥ

(
ψ

ψ̄

)
, (1)

где ψ и комплексно сопряженное, ψ̄, описывают

флуктуации локальной намагниченности вокруг рав-

новесного значения [18]. Гамильтониан бозонов, Ĥ,

напоминающий гамильтониан Боголюбова–де Жена

для сверхпроводящих электронов, дается выражени-

ем

Ĥ =

(
(−i∇+A)2 + U V

V ∗ (i∇+A)2 + U

)
. (2)

Здесь U , V – периодические потенциалы, A – век-

торный потенциал с нулевым потоком через элемен-

тарную ячейку,
∫
dr∇ × A = 0. Спектр, εn, может

быть найден из уравнения ĤΨn = εnσ3Ψn с мат-

рицей Паули σ3, и псевдоспинором, Ψn =

(
un

vn

)
.

Благодаря свойству σ1Ĥ
∗σ1 = Ĥ, функция Ψ̄n ≡

σ1Ψ
∗
n =

(
v∗n

u∗n

)
также подчиняется этому спектраль-

ному уравнению с ǫn → −ǫn [19]. Удобно ввести мат-

рицу Υn =

(
un v∗n

vn u∗n

)
, удовлетворяющую уравне-

нию [18]
ĤΥn = εnσ3Υnσ3 . (3)

При этом выполняются следующие соотношения ор-

тогональности∫
d2rΥ†

nσ3Υm = δnmσ3 ,

∑

n

Υn(r)σ3Υ
†
n(r

′) = δ(r− r′)σ3 .
(4)

Переход к вторичному квантованию осуществляется

по формуле
(
ψ

ψ̄

)
=
∑

n

Υn

(
cn

c†n

)
, (5)

где [cn, c
†
m] = δnm, и, как следствие, [ψ(r), ψ̄(r′)] =

δ(r−r′), см. также [20]. Здесь и далее индекс n вклю-

чает волновой вектор и номер магнонной зоны.

“Гравитационный” потенциал. Мы предпола-

гаем малую пространственную вариацию температу-

ры по образцу

T (r) = T (1− χ(r)) ,

где χ(r) = r · ∇χ. Градиент ∇χ = −∇T
T является ма-

лым параметром нашей теории. Этот градиент мо-

жет быть представлен как зависящая от координаты

“гравитационная” поправка к гамильтониану, меня-

ющая статистический вес состояний,

exp
(
− Ĥ

kBT (r)

)
≃ exp

(
− Ĥ

kBT (1 + χ(r))
)
.

При этом полный гамильтониан имеет вид

Ĥtot = Ĥ + F̂ ,

с симметризованной формой возмущения [21]

F̂ = 1
2∂νχ

(
Ĥrν + rνĤ

)
, (6)

здесь ν = x, y, и подразумевается суммирование по

греческим индексам.

Тепловой ток. Выражение для теплового тока,

jE , может быть найдено из уравнения непрерывно-

сти ∂th = −∇jE , см. также [16]. После некоторых

вычислений мы находим

jµE =
(
ψ̄, ψ

)
ĵµE

(
ψ

ψ̄

)
,

ĵµE = 1
4 (1 +

1
2χ)V̂

µ(1 + 1
2χ)

2σ3Ĥ(1 + 1
2χ) + H.c. ,

(7)

в согласии с [15], где оператор групповой скорости

V̂ = −i[r,H] = 2

(
−i∇+A, 0

0, −i∇−A

)
.

Первые два члена разложения jµE в ряд Тейлора

по ∂νχ имеют вид

ĵµ0 = 1
4 (V̂

µσ3Ĥ+ Ĥσ3V̂
µ) ,

ĵµ1=
1
8∂νχ[4Ĥσ3r

ν V̂ µ + iV̂ νσ3V̂
µ + 2iδµνĤσ3 + H.c.].

(8)

Отметим, что второе слагаемое в выражении для ĵµ1 ,

скомбинированное со своим эрмитово сопряженным,
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представляет собой ротор калибровочного потенци-

ала, i
4 [V̂νσ3V̂µ − V̂µσ3V̂ν ] = ∂νAµ − ∂µAν , а третье

слагаемое, ∝ δµν , не дает вклад в поперечный теп-

ловой ток.

Матричные элементы. Определим матричный

элемент оператора Ô как 2× 2 матрицу вида

(Ô)nm =

∫
dr Υ†

nÔΥm , (9)

так что
(
ψ̄, ψ

)
Ô

(
ψ

ψ̄

)
=
∑

nm

(
c†n, cn

)
(Ô)nm

(
cm

c†m

)
.

Используя соотношение (3), мы находим выражения

для матричных элементов операторов ĵµ0 и F̂ :

(ĵµ0 )nm = 1
4

[
(V̂ µ)nmσ3εm + εnσ3(V̂

µ)nm

]
,

(F̂ )nm = 1
2∂νχ [εnσ3(σ3r

ν)nm + (σ3r
ν)nmεmσ3] .

(10)

Здесь и далее мы используем правило (ÂB̂)nm =∑
k(Â)nkσ3(σ3B̂)km =

∑
k(Âσ3)nkσ3(B̂)km, следую-

щее из уравнения (4). Далее мы хотим выразить

(F̂ )nm полностью в терминах оператора скорости,

(V̂ µ)nm. Мы имеем

(V̂ ν)nm = i(Ĥrν − rνĤ)nm

= i (εnσ3(σ3r
ν)nm − (σ3r

ν)nmεmσ3) .

Вводя η = (V̂ ν)nm и ξ = (σ3r
ν )nm, мы видим, что

(
η

σ3ησ3

)
= i

(
εn −εm

−εm εn

)(
σ3ξ

ξσ3

)
.

Разрешая это уравнение относительно ξ, находим

(σ3r
ν)nm =

i

ε2m − ε2n

(
εnσ3(V̂

ν)nm + εm(V̂ ν)nmσ3

)
,

(11)

тогда искомое выражение принимает вид

(F̂ )nm = −
i

2

∂νχ

ε2n − ε2m
×

×
[
(ε2n + ε2m)(V̂ ν)nm + 2εnεmσ3(V̂

ν)nmσ3

]
, (12)

отметим, что F 11
nm = F 22

mn, F 12
nm = F 12

mn, F 21
nm = F 21

mn.

Обсудим матричные элементы оператора скоро-

сти, (V̂ ν)nm. Легко показать, что в этой величине со-

держится лишь два независимых комплексных чис-

ла. Можно представить (V̂ ν)nm в виде

(V̂ µ)nm =

(
V µ
a,nm −(V µ

b,nm)∗

V µ
b,nm −(V µ

a,nm)∗

)
, (13)

где V µ
a,nm =

∫
drΨ†

nV̂
µΨm, V µ

b,nm =
∫
dr Ψ̄†

nV̂
µΨm, с

определенными выше псевдоспинорами Ψn, Ψ̄n.

Уместно также обсудить здесь матричные эле-

менты (rν)mn, которые появляются в нашем анали-

зе ниже. Повторяя шаги, которые привели нас от

(σ3r
ν )mn к (V̂ ν)mn, мы аналогичным образом полу-

чаем

(rν)mn =
i

ε2n − ε2m

[
εmσ3(Ṽ

ν)mn + εn(Ṽ
ν)mnσ3

]
,

(14)

где Ṽ ν = −i[σ3r
ν ,H], и матрица

(Ṽ ν)nm =

(
Ṽ ν
a,nm, −(Ṽ ν

b,nm)∗

−Ṽ ν
b,nm, (Ṽ ν

a,nm)∗

)
. (15)

Можно проверить, что 2×2 матрица (V̂ )mn являет-

ся эрмитово сопряженной матрице (V̂ )nm, и анало-

гично (Ṽ ν)mn = [(Ṽ ν)nm]†. Это значит, что V ν
a,mn =

(V ν
a,nm)∗, V ν

b,mn = −V ν
b,nm и Ṽ ν

a,mn = (Ṽ ν
a,nm)∗, Ṽ ν

b,mn =

Ṽ ν
b,nm.

Далее мы используем также билинейные по

(V̂ )mn комбинации. Здесь мы определяем

Xµν
c,nm = i(V µ

c,nm(V ν
c,nm)∗ − (V µ

c,nm)∗V ν
c,nm) ,

X̃µν
c,nm = i(V µ

c,nm(Ṽ ν
c,nm)∗ − (V µ

c,nm)∗Ṽ ν
c,nm) ,

(16)

где c = a, b. Легко увидеть, что Xµν
a,nm = −Xµν

a,mn,

Xµν
b,nm = Xµν

b,mn и X̃µν
a,nm = −X̃µν

a,mn, X̃µν
b,nm = −X̃µν

b,mn.

Теория линейного отклика. Мы предполага-

ем, что возмущение F̂ включается адиабатически,

F̂ eδt, причем δ → +0. Обычная формула для линей-

ного по χ(r) отклика дает

〈ĵµ〉 = 〈ĵµ〉0 − i

∫ 0

−∞

dt 〈[ĵµ(0), F̂ (t)]〉0 e
δt , (17)

где в представлении взаимодействия Â(t) =

= eiĤtÂe−iĤt, а усреднение с невозмущен-

ным гамильтонианом дается формулой 〈Â〉0 =

= Tr(e−Ĥ/kT Â)/Tr(e−Ĥ/kT ). Выражение ĵµ0
не зависит от χ(r) и исчезает при усредне-

нии, 〈ĵµ0 〉0 = 0. Следуя общепринятым обо-

значениям, мы пишем 〈ĵµ1 〉0 ≡ −Mµν∂νχ и

−i
∫ 0

−∞
dt 〈[ĵµ0 (0), F̂ (t)]〉0 ≡ −Sµν∂νχ, таким образом,

линейный по ∂νχ вклад принимает вид

〈ĵµ〉 = −(Sµν +Mµν)∂νχ,

а тензор теплопроводности записывается в виде

κµν = 1
T (S

µν +Mµν) . (18)
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Заметим, что вклады Sµν и Mµν аналогичны пара-

магнитному и диамагнитному вкладу соответственно

в теории электрической проводимости металлов.

В первую очередь мы обсудим коэффициент Sµν .

Используя симметрийные по индексам n, m свойства

матричных элементов операторов F̂ , ĵµ0 , мы находим

Sµν=−
1

2

∑

n,m

[
2N(εn)

εn − εm

(
(jµ0 )

11
nm(F )11mn + (jµ0 )

22
nm(F )22mn

)
−

−
2N(εn) + 1

εn + εm

(
(jµ0 )

12
nm(F )21mn + (jµ0 )

21
nm(F )12mn

) ]
.

Используя теперь уравнения (10), (12) и (13), мы

приходим к компактному выражению

Sµν = − 1
8

∑

n,m

[
2N(εn)

(εn + εm)2

(εn − εm)2
Xµν

a,nm +

+ (2N(εn) + 1)
(εn − εm)2

(εn + εm)2
Xµν

b,nm

]
, (19)

где величины Xµν
c,nm определены в ур. (16). При вы-

воде выражения для Sµν мы сконцентрировались на

холловском тепловом токе, подразумевая недиаго-

нальную тензорную структуру, µ 6= ν. Это позво-

лило нам игнорировать в (19) внутризонные пере-

ходы, εn = εm; в противном случае, нам бы при-

шлось устранять возникающие особенности, допус-

кая конечное время жизни квазичастиц [19].

Коэффициент Mµν удобно представить в виде

суммы

Mµν =Mµν
1 +Mµν

2 ,

с Mµν
1 , Mµν

2 , происходящими соответственно из двух

первых слагаемых в ĵµ1 , ур. (8), и их эрмитово сопря-

женных.

Mµν
1 = − 1

2 〈Ĥσ3r
ν V̂ µ + V̂ µrνσ3Ĥ〉0

= − 1
2

∑

n,m

εn (2N(εn) + 1)

[
Xµν

a,nm

εn − εm
+

Xµν
b,nm

εn + εm

]
,

Mµν
2 = i

8 〈V̂
µσ3V̂

ν − V̂ νσ3V̂
µ〉0

= 1
8

∑

n,m

(2N(εn) + 1)
[
Xµν

a,nm +Xµν
b,nm

]
. (20)

Объединяя вклады (19) и (20), мы приходим к выра-

жению

κµν = −
1

T

∑

n

ε2n

(
N(εn) +

1

2

)
Ωµν

n , (21)

где кривизна Берри Ωµν
n определяется формулой

Ωµν
n =

∑

m

[
Xµν

a,nm

(εn − εm)2
+

Xµν
b,nm

(εn + εm)2

]
. (22)

Поскольку функция распределения Бозе–

Эйнштейна N(εn) в первом слагаемом в (21)

фактически ограничивает суммирование по n энер-

гиями εn < T , то соответствующий вклад в κµν

ограничен сверху. С другой стороны, не зависящее

от T второе слагаемое в сумме (21) приводит при

T → 0 к расходящемуся вкладу κµν ∼ 1/T , который

является некоторым аналогом эффекта Мейснера в

сверхпроводимости.

Далее мы показываем, что ур. (21) дает завышен-

ную оценку величины расходящегося при T → 0

вклада, и правильная процедура уменьшает его зна-

чение, хотя расходимость в κµν полностью не исче-

зает.

Нулевые колебания. Наше главное наблюдение

состоит в наличии так называемых нулевых колеба-

ний в токе ĵµ1 , которые следует учитывать совместно

с ур. (8). Чтобы это увидеть, мы положим V ≡ 0 в

ур. (2), тогда vn = 0 в Υn и Xµν
b,nm = 0. Ввиду анти-

симметрии Xµν
a,nm по индексам n, m мы имеем Sµν =

Mµν
2 = 0, в то время как Mµν

1 6= 0 в пределе T = 0,

что приводит к расходимости (21). Ясно, что в от-

сутствие аномальных членов V в ур. (2) выражение

для ĵµ0 должно иметь обычный вид εn(∂εn/∂q) c
†
ncn,

вместо вида 1
2εn(∂εn/∂q) (c

†
ncn+cnc

†
n), следующего из

ур. (8); и то же следует ожидать для ĵµ1 . В результа-

те средний ток 〈ĵµ1 〉 в этом случае должен содержать

выражение 〈c†ncn〉 = N(εn), вместо 1
2 〈c

†
ncn + cnc

†
n〉 =

N(εn) + 1/2 в ур. (20). В случае же V 6= 0 ситуация

более сложная, и мы обсуждаем это ниже.

В общем случае, рассмотрим нормально упоря-

доченный квадратичный по ψ оператор, Â, соот-

ветствующий наблюдаемой величине, Â = ψ̄A11ψ +
1
2 ψ̄A

12ψ̄ + 1
2ψA

21ψ. Такой оператор самосопряжен,

откуда следует, что A11 = (A11)†, A12 = (A21)∗. Для

нашего удобства мы переходим от нормально упоря-

доченного вида к выражению

Â = 1
2

(
ψ̄, ψ

)(A11, (A21)∗

A21, (A11)∗

)(
ψ

ψ̄

)

+ 1
2

(
ψ̄, ψ

)(A11, 0

0, −(A11)∗

)(
ψ

ψ̄

)
.

Здесь первое слагаемое используется для дальней-

ших матричных операций, а второе – пропорци-

онально коммутатору, [ψ, ψ̄], который является c-

числом, и, как правило, им можно пренебречь.
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Второе слагаемое становится важным, например,

в обсуждении разницы между неелевским и кван-

товым неелевским состояниями в антиферромагне-

тике. В этом случае оператор Â – гамильтониан, с

A11 = J(0) и A12 = J(q), здесь J(q) – фурье-образ

константы антиферромагнитного обмена. После диа-

гонализации этот гамильтониан приобретает вид
1
2

∑
q ε(q)(c

†
qcq + cqc

†
q), где ε(q) =

√
J(0)2 − J(q)2.

Переходя снова к нормально упорядоченному виду,

H =
∑

q ε(q)c
†
qcq, мы получаем c-число. Разница

этих двух c-чисел, ∆E = 1
2

∑
q(ε(q) − J(0)), дает

выигрыш в энергии квантового состояния Нееля по

сравнению с обычным неелевским упорядочением.

Такие же рассуждения могут быть использова-

ны в отношении тока, 〈ĵµ1 〉, который вдобавок к уже

вычисленным вкладам (20) должен содержать часть,

опущенную в (8), но содержащуюся в правильном

исходном виде, нормально упорядоченном по ψ̄, ψ.

Отметим, что в квазиклассическом подходе [20] ве-

личины ψ̄, ψ становятся операторами только после

процедуры вторичного квантования, и вопрос о нор-

мальном упорядочении не столь тривиален. В то же

время, если использовать представление Малеева–

Дайсона с осью квантования спина вдоль направ-

ления локальной намагниченности [3, 6, 19], то нор-

мальное упорядочение возникающих выражений для

наблюдаемых становится вполне очевидным.

Поправка к току ĵ
µ

1 . Недостающий вклад ну-

левых колебаний, т.е. второе слагаемое в (23), может

быть восстановлен следующим образом

R̂µ = 1
2 (σ3ĵ

µ
1 + ĵµ1 σ3) .

После некоторых вычислений мы можем предста-

вить его в виде

R̂µ = 1
4

(
V̂ µrνĤ+ V̂ µσ3Ĥr

νσ3 +
i
2 V̂

µV̂ ν
)
∂νχ+ H.c. ,

а среднее находится по формуле

〈R̂µ〉 =
∑

n

(
(N(εn) +

1
2 )Tr(R̂µ)nn − 1

2Tr(σ3(R̂
µ)nn)

)
.

(24)

Диагональный матричный элемент имеет вид

(R̂µ)nn = 1
4

∑

m

(V̂ µ)nm

(
σ3(r

ν )mnσ3εn

+ εm(rν)mn + i
2σ3(σ3V̂

ν)mn

)
∂νχ+ H.c. (25)

Используя свойства матричных элементов (rν )mn,

(Ṽ ν)mn, (σ3V̂
ν)mn, ур. (14), (15), можно убедиться,

что Tr(R̂µ)nn = 0 в ур. (24), и, следовательно, 〈R̂µ〉

не зависит от T , как и ожидалось. Второе слагаемое,

− 1
2

∑
n Tr(σ3(R̂

µ)nn), не исчезает, и мы получаем

〈R̂µ〉 = − 1
4

∑

nm

(
εn + εm
εn − εm

X̃µν
a,nm +

εn − εm
εn + εm

X̃µν
b,nm

)
∂νχ .

Используя свойства величины X̃µν
c,nm, ур. (16), мы мо-

жем представить вклад нулевых колебаний как

〈R̂µ〉 = − 1
2

∑

n

ε2n Ω̃
µν
n ∂νχ , (26)

с модифицированной кривизной Берри

Ω̃µν
n =

∑

m

[
X̃µν

a,nm

(εn − εm)2
+

X̃µν
b,nm

(εn + εm)2

]
. (27)

Полное выражение для холловской теплопровод-

ности приобретает вид

κµν = −
1

T

∑

n

ε2n

[
N(εn)Ω

µν
n + 1

2

(
Ωµν

n − Ω̃µν
n

)]
.

(28)

Можно убедиться, что тензор κµν антисимметричен

по индексам µ, ν. Уравнение (28) является основным

результатом этой работы, и мы обсуждаем его ниже.

Обсуждение и выводы. Во-первых, нужно от-

метить, что в отсутствие в гамильтониане аномаль-

ных членов, V ≡ 0 в ур. (2), мы имеем vn ≡ 0 в Υn

и, следовательно, V ν
a,nm = Ṽ ν

a,nm, V ν
b,nm = Ṽ ν

b,nm = 0

в (13), (15). Отсюда следует, что Xµν
a,nm = X̃µν

a,nm,

Xµν
b,nm = X̃µν

b,nm = 0 и Ωµν
n = Ω̃µν

n . В этом случае

второе слагаемое в (28) обращается в ноль, и наш

результат упрощается

κµν = −
1

T

∑

n

ε2n N(εn)Ω
µν
n . (29)

Это выражение исчезает в пределе T → 0, что от-

личает его от результата работы [11], где вклад Mµν

был опущен и чье ур. (3) соответствует выражению

κµν = Sµν/T с нашим ур. (19).

Учет вклада Mµν в [13, 15] привел к обнулению

κµν при T → 0. Однако, сравнивая ур. (20) из работы

[13] даже с нашим более простым ур. (29), мы наблю-

даем большую разницу в функциональном виде этих

формул. В недавней работе [16] было продемонстри-

ровано согласие результатов [13] и [15], поэтому мы

сосредоточим свое внимание на последней работе.

Имея такое же выражение для тока, (7), мы ви-

дим, что некоторые полученные нами промежуточ-

ные формулы совпадают с аналогичными выраже-

ниями в [15]. А именно, мы согласуемся в форму-

Письма в ЖЭТФ том 124 вып. 5 – 6 2026



О холловской теплопроводности бозонных систем 397

лах для Sµν , Mµν
2 и не согласуемся в выражении для

Mµν
1 , наши ур. (19), (20). Вклад нулевых колебаний

не обсуждался в работе [15]. Соответственно, явный

аналитический вид нашего результата, ур. (28), отли-

чается от такового в [15], ур. (32). Мы приводим дета-

ли нашего вычисления ур. (20) в приложении к этой

работе. Возможная причина различий между наши-

ми результатами может заключаться в следующем.

Постановка задачи в [14, 16] соответствует четырех-

терминальной геометрии, в которой топологический

материал помещен между терминалами, поддержи-

ваемыми при заданной температуре. Наличие удер-

живающего потенциала для магнонов на границе ма-

териала и наличие соответствующего краевого тока

было необходимо для вывода формул в указанных

работах. В нашем подходе, основанном на теории ли-

нейного отклика, мы не предполагаем удерживающе-

го потенциала для магнонов, и краевой ток не воз-

никает. Было бы интересно аккуратно рассмотреть

этот вопрос в рамках формализма Келдыша [22, 23].

Обсудим теперь значимость двух членов суммы

(28) для частного случая ТЭХ в двумерном СкК.

Предварительные оценки показывают, что Ωµν
n оста-

ется в среднем почти константой с ростом энер-

гии, εn. Разница (Ωµν
n − Ω̃µν

n ), с другой стороны, ве-

дет себя как ε20/ε
2
n в широком диапазоне энергий,

ε0 . εn . J , где ε0 = D2/J ≪ J , здесь J и

D – константы обменного взаимодействия и взаи-

модействия Дзялошинского–Мории, соответственно.

Отсюда следует, что первый вклад в κµν ограничен

энергиями ∼ T и ведет себя как ∝ T 2/J , а вто-

рой – слабо расходится при высоких энергиях и ве-

дет себя как ∝ ε20/T . Вклад нулевых колебаний ста-

новится главным только при низких температурах,

T . J · (ε0/J)
2/3, которые вряд ли превышают 1 K в

реальных соединениях. Мы планируем провести со-

ответствующий анализ в дальнейшем.

В заключение, мы заново анализируем формулу

для ТЭХ в бозонных системах с возможным приме-

нением к неколлинеарным магнетикам с топологиче-

ским характером дисперсии магнонов. Мы показыва-

ем наличие остаточного вклада нулевых колебаний,

что приводит к расходящейся холловской теплопро-

водности в пределе T → 0.

Мы благодарим В. Е. Тимофеева за многочислен-

ные полезные обсуждения.
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