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На основе анализа результатов, полученных численным методом Монте-Карло для системы твер-
дых сфер, установлено, что квантовый вклад в ее энергию E, рассчитанную для одной частицы растет
при увеличении температуры T как

√

T : E = 3
2
T + δ(ε0T )

1/2, ε0 = h2

2πMσ2 ; где M и σ – масса и диа-
метр сфер, δ – параметр, зависящий от плотности системы твердых сфер. Этот вклад пропорционален
первой степени постоянной Планка h. Обоснована интерполяционная формула для теплоемкости CV :
CV (λ) = 3

2
+ δ

2
λ(1− λ2), где λ есть отношение длины волны частиц к их диаметру: λ = (ε0/T )

1/2. При
λ = 1 CV для системы твердых сфер имеет веерную точку, разделяющую области высоких T > ε0 и
низких T < ε0 температур. Итогом стало сравнение модельной системы с физическим жидким 4He, для
которого такая веерная точка видна в эксперименте. Вблизи этой точки модельная система и жидкий
4He имеют одинаковую, линейную зависимость давления P от температуры T , характерную для иде-
ального газа, а также одинаковую зависимость энтропии от безразмерной плотности.

DOI: 10.7868/S3034576626090206

1. Введение. Система твердых сфер (далее

СТС) давно стала модельной системой при изучении

газообразных и жидких сред [1, 2]. Она характеризу-

ется парным взаимодействием между сферами V (r)

вида

V (r) = ∞ r < σ; V (r) = 0 r > σ. (1)

Плотность системы n и диаметр сфер σ определя-

ет безразмерный параметр ρ, а отношение тепловой

длины волны частиц λT к σ: λ ≡ λT /σ характеризует

квантовость СТС.

λ2
T ≡

h2

2πMT
; λ =

(ε0
T

)1/2

; ε0 =
h2

2πMσ2
; ρ ≡ nσ3.

(2)

Энергетический масштаб ε0 возник из обезразмери-

вания тепловой длины волны λT . В него входит един-

ственный параметр длины σ, который характеризует

потенциал V (r) (1).

В [3, 4] приведены первые члены разложения ви-

риального коэффициента B(λ) по степеням λ (2)

B(λ) = B(0)

(

1 +
3

2
√
2
λ+

1

π
λ2

)

;

B(0) =
2π

3
σ3. (3)

1)e-mail: lebedeva@issp.ac.ru

В классическом пределе B(0) совпадает с 4vc, где vc –

объем сферы [5]. С учетом связи свободной энергии

Fig идеального больцмановского газа с F , B и энер-

гией на одну частицу E [5]

F = Fig + TnB; E = −T 2 ∂

∂T

(

F

T

)

(4)

получаем вириальную поправку к энергии E и теп-

лоемкости идеального больцмановского газа CV для

СТС

E =
3

2
T + δ(ε0T )

1/2 + γε0, CV ≡
∂E

∂T
,

CV =
3

2
+

δ

2
λ; δ = ρ

π

2
√
2
; γ =

2

3
ρ, (5)

где ε0, λ и ρ определены в (2).

Так как энергия ε0 пропорциональна квадрату

постоянной Планка h (2), из (5) следует, что кван-

товый вклад в E и CV пропорционален первой сте-

пени h. Более того, этот вклад в E растет как T 1/2

при повышении температуры T . Это замечательное

свойство СТС дает свободу выбора масштаба для E,

F и T . Если определить приведенные E∗, F∗ и T∗

выражениями

E∗ =
E

ε0
, F∗ =

F

ε0
, T∗ =

T

ε0
, λ =

1

T
1/2
∗

, (6)
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где ε0 определено в (2), то из (5) следует, что посто-

янная Планка h уже не представлена явно.

E∗ =
3

2
T∗ + δT

1/2
∗ , CV =

3

2
+

δ

2T
1/2
∗

. (7)

Для потенциала (1) не применимо разложение

термодинамических величин по степеням h2 [5], § 33.

Необходимо находить вириальный коэффициент че-

рез его связь с амплитудой и фазами рассеяния [5],

§ 77. Эту связь удалось найти в [3, 4] при малом па-

раметре λ (2). Из (3) видно, что разложение B(λ)

идет не по степеням h2, а по степеням h. С этим

и связан рост квантового вклада в E при повыше-

нии T . В случае СТС выйти за пределы вириаль-

ного (ρ ≪ 1) и высокотемпературного разложений

(T∗ ≫ 1, λ ≪ 1) для E∗ и CV (5), (7) можно только

с помощью численных методов. Целью нашей рабо-

ты является сравнение термодинамических характе-

ристик модельной СТС и физического жидкого ге-

лия в широком диапазоне ρ и T∗. Жидкий гелий 4He

детально исследован в [6], где установлено, что его

теплоемкость CV немонотонно зависит от темпера-

туры T . При низких T : CV < 3/2, а при высоких T :

CV > 3/2. Поэтому есть точка T0, вблизи которой

CV линейно зависит от T − T0

CV =
3

2
+

δHe

2

(

T

T0
− 1

)

. (8)

Так как при T → ∞ CV → 3/2, теплоемкость жид-

кого гелия CV (T ) достигает максимального значе-

ния на интервале T0 < T < ∞. Согласно [6], при

T0 = 17K теплоемкость гелия CV = 3/2 и с точ-

ностью 0.2 % не зависит от плотности жидкости n

(табл. 2 из [6]). Это можно увидеть и на рис. 7 работы

[7]. Параметр δHe в (8) растет при увеличении n, по-

этому точка T0 = 17K для жидкого 4He обладает за-

мечательным свойством веерной точки: ∂CV /∂n < 0

при T < T0, ∂CV /∂n > 0 при T > T0. Ниже мы пока-

жем, что веерная точка для CV типа (8) имеет место

и для СТС.

2. Метод Монте-Карло. Для анализа результа-

тов, полученных численными методами для СТС, мы

выбрали две работы [8, 9], где представлены рассчи-

танные значения безразмерной величины E/T для

нескольких значений ρ и λ (2), (7). В [8] исследо-

ван интервал 0.116 < λ < 0.9, а в [9] 0.2 < λ < 2.

Важно, что данные [8, 9] приведены в виде таблиц и

согласованы друг с другом. Автор [8] при определе-

нии теплоемкости CV параметризовал свои данные

выражением
(

E

T
−

3

2

)

1

λ2
=

a

λ
+ b. (9)

Параметры a и b были найдены методом наименьших

квадратов, а для CV приведена связь с параметром

λ (2)

CV =
3

2
+

a

2
λ. (10)

Мы нашли параметр a на основе (10) и табличных

значений для CV из [8] и представили в нашей табл. 1

для нескольких значений плотности ρ. Сравнение

(9), (10) с (7) показывает, что автор [8] применил

высокотемпературное разложение (λ ≪ 1) для E во

всем интервале 0.116 < λ < 0.9, а параметры a и b из

(9) соответствуют параметрам δ и γ в (5), которые

считаются функциями ρ. Этот результат можно на-

звать математическим и он, безусловно, правильный

при λ ≪ 1, но не применим при λ ≈ 1. Физический

метод анализа данных [8, 9] основан на определении

избыточных термодинамических величин [10]. В на-

шем случае нужно определить величину E−

∗

E∗ =
3

2
T∗ + E−

∗
. (11)

Так как E/T = E∗/T∗, а λ2 = 1/T∗, можно найти

избыточную энергию E−

∗
из данных [8, 9]

(

E

T
−

3

2

)

1

λ2
= E−

∗
(λ). (12)

Физический метод отличается от математическо-

го и в способе параметризации E−

∗
. Мы обосну-

ем интерполяционную формулу для теплоемкости

CV , а затем на основе определения CV = ∂E∗/∂T∗

найдем E−

∗

CV (λ) =
3

2
+

δE
2
λ(1 − λ2), (13)

E−

∗
(λ) = E−

∗
(1) + δEλ

(

1

λ
− 1

)2

.

С учетом 1/λ =
√
T∗ из (13) следует

CV (T∗) =
3

2
+

δE
2

(T∗ − 1)

T
3/2
∗

. (14)

Как видно из (14), теплоемкость CV максимальна

при T∗ = 3 (λ = 1/
√
3), где она достигает значения

CV = 3/2 + δE/(3
√
3), а при T∗ ≫ 1 имеет правиль-

ный предел CV = 3/2 + (δE/2)λ. При T∗ → 1 (14)

переходит в (8), имеющее место для 4He. Величины

E−

∗
(1) и δE в (13) найдем из данных работ [8, 9]. Для

этого введем переменную y = 1/λ − 1 =
√
T∗ − 1 и

запишем (13) в виде

E−

∗
(y) = E−

∗
(λ = 1) + δE

y2

1 + y
. (15)

Письма в ЖЭТФ том 124 вып. 5 – 6 2026



476 А. М. Дюгаев, Е. В. Лебедева, П. Д. Григорьев

На рисунке 1 представлена зависимость E−

∗
(y) (15)

при y < 1.5, что позволяет найти E−

∗
(λ = 1) и δE .

Минимум функции E−

∗
(y) является признаком веер-

ной точки для CV

E−

∗
(T∗) = E−

∗
(1) +

δE(T∗ − 1)2

4
; T∗ → 1. (16)

Рис. 1. (Цветной онлайн) Зависимость избыточной
энергии E∗ (11) от параметра y = 1/λ − 1 =

√

T∗ − 1.
Графики для разных плотностей ρ отвечают (15). Тем-
ные точки – из работы [9], светлые – из [8]

На рисунке 2 представлена зависимость разно-

сти E−

∗
(y) − E−

∗
(λ = 1) от y в широком интервале

0 < y < 7.6. Сравнение рис. 1 с рис. 2 показывает, что

один и тот же параметр δE определяет зависимость

E∗ от
√
T∗ − 1 = y во всем интервале 0 < y < 7.6

(1 < T∗ < 74).

Рис. 2. (Цветной онлайн) Зависимость разно-
сти E−

∗ (y) − E−

∗ (λ = 1) в широком интервале
y = 1/λ − 1 =

√

T∗ − 1. Точки из работ [8, 9]. Кривые
отвечают (15)

В таблице 1 приведены параметры E−

∗
(1) и δE для

четырех плотностей ρ (2).

Таблица 1. Приведенная плотность ρ (2); a определена в (9),
(10); δE и E−

∗ (1) представлены в (12), (13); δS и S(1) опреде-
лены в (18), (19)

ρ a δE δS E−

∗ (1) S(1)

0.2 0.276 0.328 0.319 0.72 3.34

0.3 0.44 0.534 0.543 1.51 2.44

0.4 0.6 0.753 0.686 2.74 1.64

0.5 0.9 1.08 0.905 4.82 0.78

На рисунке 3 окончательно подтверждается пред-

ставление для E−

∗
(λ) в виде (13):

[

E−

∗
(λ)− E−

∗
(1)

]

λ = δE(1− λ)2. (17)

График покрывает широкий интервал 0.116 < λ < 1.

Рис. 3. (Цветной онлайн) Зависимость избыточной
энергии E−

∗ после вычитания E−

∗ (1) от (1 − λ)2, фор-
мула (17). Точки из работ [8, 9]

Уместно указать на принципиальную разницу

между физическим и численным экспериментами. В

физическом случае измеряется теплоемкость CV , и

веерная точка на ее температурной зависимости яв-

но видна [6, 7]. В численном эксперименте все слож-

нее. Чтобы найти CV , нужно сделать два вычита-

ния. В первом из E∗ вычитается большая величина
3
2T∗ и находится E−

∗
, а во втором вычитается так-

же большая постоянная E−

∗
(1), что видно из (17).

Этим объясняется разброс точек на рис. 3. Поправ-

ку к поправке E∗(T∗) нельзя найти точнее, чем точ-

ность определения самой величины E∗ численными

методами. По этой же причине трудно численно ис-

следовать предел малой плотности ρ ≪ 1 и высоких

температур T∗ ≫ 1. Поэтому мы и ограничились рас-

смотрением для ρ интервала 0.2 < ρ < 0.5, где СТС

является жидкостью, а не слабонеидеальным газом.
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3. Энтропия на одну частицу SV . В работе [8]

приведены значения энтропии SV , полученные чис-

ленным методом. Так как CV = T∂SV /∂T , ожида-

емая температурная зависимость SV на основе (13)

имеет вид

SV (T∗) =
3

2
lnT∗ + S(1) + δS(1− λ)2

(

2 + λ

3

)

. (18)

Мы ввели в рассмотрение параметр δS , чтобы незави-

симо подтвердить представление (13) для CV , ожи-

дая, что δS ≈ δE . Далее, как и для E∗, нужно сделать

два вычитания и найти S(1) и δS .

S−(T∗) = SV −
3

2
lnT∗,

S−(T∗)− S(1) = δS(1 − λ)2
(

2 + λ

3

)

. (19)

График S−−S(1) как функции (1−λ)2 приведен на

рис. 4, а S(1) и δS содержатся в табл. 1, где видно, что

δS и δE мало отличаются друг от друга. Это указыва-

ет на совместимость двух определений теплоемкости

CV

CV =
∂E∗

∂T∗

, CV = T∗

∂SV

∂T∗

, (20)

где E∗ и SV найдены численными методами. Полез-

но привести эквивалентные формулы для E∗ (13) и

SV (19)

E−

∗
(λ)− E−

∗
(1) = δE

(

1

λ
+ λ− 2

)

,

S−(λ)− S(1) =
δS
3

(

λ3 − 3λ+ 2
)

. (21)

Из (21) следует замечательное своей простотой

выражение для свободной энергии на одну частицу

F∗ = E∗ − T∗S,

F∗ = FT∗ + E−

∗
(1)− T∗S(1)−

2

3
δT∗(1− λ)3. (22)

Здесь λ2 = 1/T∗, а FT∗ – тепловая энергия:

FT∗ =
3

2
T∗(1 − lnT∗). (23)

В (22) положено δE = δS ≡ δ, т.е. из двух δE , δS вы-

брана δE , так как она определена по данным двух

работ [8, 9], а δS – по данным только одной [8]. Из

термодинамических тождеств и (22) следуют, конеч-

но, выражения для E∗, CV (13) и для S (18). Веерной

точке для температурной зависимости CV (14) отве-

чает точка перегиба для F , так как последний член

в (22) при T∗ → 1 имеет вид

Рис. 4. (Цветной онлайн) Избыточная энтропия
S−(T∗) − S(1) как функция (1 − λ)2. Графики
отвечают (19). Точки из работы [8]

2

3
δT∗(1− λ)3 ≃

δ

12
(T∗ − 1)3. (24)

Давление P в системе определяется через произ-

водную по n от свободной энергии F на одну частицу

[5, 10]. Так же, как для E, F, T (6), можно опреде-

лить безразмерное давление P∗

P ≡
ε0
σ3

P∗; P = n2 ∂F

∂n
; P∗ = ρ2

∂F∗

∂ρ
, (25)

где ε0 определена в (2), а F∗ – в (22). На основе (22),

(25) получаем

P∗ = P∗0 + T∗

[

c1 − c2(1− λ)3
]

. (26)

Параметры в (22), (26) связаны выражениями

P∗0 = ρ2
∂E−

∗
(1)

∂ρ
; c1 = −ρ2

∂S(1)

∂ρ
;

c2 =
2

3
ρ2

∂δ

∂ρ
. (27)

Согласно (26), P∗ почти линейно зависит от T∗. Этот

замечательный эффект был обнаружен при T > 10K

в 1960 г. [6] для жидкого 4He и не был объяснен. Де-

ло в том, что температурная область T > 10K содер-

жит веерную точку T = 17K, вблизи которой член

c2(1 − λ)3 в (26) мал. Характерная для идеального

газа линейная зависимость P∗ от T∗ имеет место и в

пределе λ → 0 (T∗ → ∞), где она становится точной.

Для СТС [8, 9] в (26) выполнено неравенство c2 ≪ c1,

и из-за фактора (1−λ)3 в области средних T∗ реали-

зуется “гелиевый” эффект, обнаруженный в [6]. Сле-

довательно, как для 4He, так и для СТС жидкость

помнит о своем “газовом происхождении” не только
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при T∗ → ∞, где CV = 3/2, но и при T∗ → 1, где

также CV = 3/2 для веерной точки.

Для количественного сравнения свойств СТС и

жидкого 4He зафиксируем масштабную энергию ε0
(2) положением веерной точки у 4He T0 = 17 K:

T0 = ε0. Это дает значение σHe = 2.116 Å эффектив-

ного диаметра атома. Приведенная плотность жид-

кого 4He есть ρHe = nHeσ
3
He

(2). При нулевых давле-

нии и температуре она имеет значение ρHe = 0.207.

Проанализируем только одну величину, энтропию S

в веерной точке S(1) = S(T∗ = 1). Зависимости S(1)

для СТС (данные работы [8] и табл. 1) и для 4He

(данные работы [6]) от величины ln(1/ρ) приведены

на рис. 5. Видно, что эти зависимости с поразитель-

ной точностью совпадают.

Рис. 5. Зависимость энтропии в веерной точке S(1) от
приведенной плотности. Темные точки соответствуют
расчетам для СТС, светлые – экспериментальным дан-
ным для жидкого 4He. Сплошная линия – аналити-
ческая зависимость (30), пунктирная прямая – зави-
симость в веерной точке энтропии идеального газа от
плотности (28)

Рисунок 5 показывает, что с уменьшением плот-

ности ρ энтропия S(1) для СТС и 4He стремится к

энтропии идеального больцмановского газа

Sig(T∗) =
5

2
+ ln

1

ρ
+

3

2
lnT∗,

Sig(1) =
5

2
+ ln

1

ρ
. (28)

Выражение (28) следует из представления в наших

единицах свободной энергии на одну частицу Fig∗ в

виде [5]

Fig∗ = −T∗

(

1 + ln
1

ρ
+

3

2
lnT∗

)

. (29)

Анализ опытных данных позволяет найти вириаль-

ное разложение для разности S(1)− Sig(1).

Для СТС

S(1)− Sig(1) = −3.2ρ− 3.27ρ2. (30)

Для жидкого 4He

S(1)− Sig(1) = −3.28ρ− 2.81ρ2. (31)

Важно, что так как метод Монте-Карло [8, 9] не учи-

тывает эффекты статистики частиц, столь точное

совпадение (30) и (31) указывает на малость обмен-

ных эффектов для жидкого 4He [11, 12]. Отсюда сле-

дует также, что СТС является квантовой невырож-

денной жидкостью, которая подчиняется закону со-

ответственных состояний, сформулированному для

жидких 4He и 3He. Этот закон связан с зависимостью

масштабной энергии ε0 от массы частиц M . Напри-

мер, связь теплоемкостей СТС с разными M1 и M2,

но одинаковыми σ имеет вид

CM1(T ) = CM2

(

T
M1

M2

)

. (32)

Для жидкого 3He формула (32) прогнозирует суще-

ствование веерной точки при T03 = (4/3)T04 = 22.7K.

4. Заключение. В настоящей работе мы про-

должили исследование квантовых невырожденных

жидкостей, начатое в [7, 11–13], в применении к СТС.

Наиболее интересный результат дало сравнение этой

модельной системы с жидким 4He. Подобное сравне-

ние оказывается полезным и в других областях тео-

ретической физики [14]. В физическом эксперименте

измеряется теплоемкость CV . Интегрированием тер-

модинамических тождеств можно определить энтро-

пию S и энергию E, а далее и F = E−TS. В числен-

ном эксперименте [8, 9] находится E, а также S [8],

эти величины надо дифференцировать для определе-

ния CV . При малом количестве данных выполнение

такой математической операции численными метода-

ми дает плохую точность и требует параметризации

температурных зависимостей E и S. Физический ме-

тод, который применили мы, основан на формулах

(13). Мы параметризовали не E и S, а температур-

ную зависимость CV , которая, как и у 4He, имеет ве-

ерную точку. Затем интегрированием нашли E и S и

сравнили их с результатами [8, 9]. Рисунки 1–5 гово-

рят о хорошем соответствии результатов численного

эксперимента и наших расчетов.
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