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В работе обсуждается формальная аналогия в описании процесса коллапса волновой функции кван-
товой частицы при измерении ее координаты и хорошо известного в нелинейной оптике явления стохасти-
ческой мелкомасштабной самофокусировки излучения, возникающего из-за пространственной неустой-
чивости оптической волны в нелинейной среде. На основании этой аналогии редукция волновой функ-
ции квантовой частицы при измерении ее координаты рассмотрена как процесс во времени, имеющий
в полном соответствии с аксиоматикой квантовой механики вероятностный характер. Показано, что в
предложенной модели взаимодействия квантовой частицы с измерительной системой выполняется соот-
ношение неопределенностей “энергия–время”.
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Введение. В настоящее время квантовые техно-

логии широко внедряются в различные сферы че-

ловеческой деятельности. Построены тысячи кило-

метров волоконно-оптических квантовых коммуни-

каций, создаются квантовые вычислители на куби-

тах разной природы и даже кудитах с большим чис-

лом состояний, для решения многочисленных техни-

ческих задач разрабатываются высокочувствитель-

ные квантовые сенсоры [1–5].

При создании и применении новых квантовых

технологий вновь поднимается и ряд фундаменталь-

ных вопросов квантовой физики, прежде всего кван-

товой механики большого числа частиц. Среди них

особое внимание по-прежнему привлекает описание

квантовых измерений [6, 7].

Уже сто лет прошло с того времени, когда бы-

ли сформулированы основные постулаты нереляти-

вистской квантовой механики, в которых нет осно-

ваний сомневаться и сегодня. Наиболее распростра-

ненная их формулировка такова: состояние кванто-

вой частицы полностью характеризуется волновой

функцией; изменение во времени волновой функции

описывается уравнением Шредингера; а при измере-

нии физической величины частицы с вероятностью,

определяемой видом волновой функции, можно на-

блюдать то или иное значение этой величины, кото-

рое является одним из собственных значений ее опе-

ратора [8, 9]. При измерении физической величины

частицы происходит редукция ее волновой функции
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к виду, который является собственной функцией опе-

ратора этой величины, соответствующей ее измерен-

ному собственному значению.

В рамках данного формализма издавна и неод-

нократно предпринимались методические попытки

описать измерение значения физической величины

квантовой частицы как процесс ее взаимодействия

с конкретным измерительным устройством [10, 11].

Но в соответствии с приведенной выше аксиомати-

кой квантовой механики результаты измерения от

конкретного вида измерительного устройства не за-

висят, временная динамика волновой функции час-

тицы в процессе измерения не обсуждается. Законо-

мерен вопрос, а можно ли все-таки подобрать мате-

матический аппарат, описывающий измерение физи-

ческой величины, такой, что результат в полном со-

ответствии с существующей аксиоматикой является

вероятностным, не зависит от вида измерительного

устройства и при этом редукция волновой функции

описывается во времени уравнением, сходным с урав-

нением Шредингера?

В настоящей работе обращено внимание на фор-

мальную аналогию в описании вероятностного про-

цесса коллапса волновой функции квантовой части-

цы при измерении ее координаты и хорошо известно-

го в нелинейной оптике явления мелкомасштабной

самофокусировки оптического излучения, возника-

ющего из-за пространственной неустойчивости вол-

ны в нелинейной среде. На основании этой анало-

гии предложена математическая модель измеритель-

ного процесса, в рамках которой описывается дина-
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мика коллапса волновой функции квантовой части-

цы. Рассмотрен частный случай исходного состояния

частицы с гладкой волновой функцией, существую-

щей в одной цельной области пространства (а не в

двух или более раздельных областях). Для него рас-

считаны параметры энергии взаимодействия кванто-

вой частицы и измерительной системы, при которых

реализуется вероятностный коллапс волновой функ-

ции. Показано, что произведение времени редукции

волновой функции и энергии взаимодействия части-

цы с измерительной системой в рассмотренной моде-

ли совпадает с известным соотношением неопреде-

ленностей.

Оптическая аналогия измерению коорди-

нат квантовых частиц. Одним из фундаменталь-

ных уравнений нелинейной физики является нели-

нейное уравнение Шредингера [12]. Методы решения

этого нелинейного уравнения и сами его решения хо-

рошо изучены и сегодня могут быть найдены в мно-

гочисленной научной и учебной литературе (см., на-

пример, монографию [12] и учебные пособия [13–15]).

Самой обширной областью применения этого

уравнения и наглядной верификации теоретических

выводов из него в экспериментах, по-видимому, явля-

ется нелинейная оптика, в которой нелинейное урав-

нение Шредингера описывает, в частности, самофо-

кусировку оптического излучения [16]. В прозрачных

диэлектрических средах их нелинейная восприимчи-

вость, как правило, положительная, и при мощно-

сти волны, большей критической мощности самофо-

кусировки, самовоздействие световой волны в нели-

нейной среде реализуется в ее модуляционной или

филаментационной неустойчивости [12–16]. Умест-

но обратить внимание на оптическое квантование,

которое происходит при разбиении пучка излуче-

ния в ходе самовоздействия на филаменты. В каж-

дый формируемый оптический филамент уходит од-

на критическая мощность самофокусировки. Место

возникновения филаментов на пучке носит вероят-

ностный характер. Плотность вероятности возникно-

вения филамента в некоторой области волновой по-

верхности пропорциональна интенсивности излуче-

ния в этой области. В рамках применения нелинейно-

го уравнения Шредингера, как математической мо-

дели взаимодействия оптического излучения с веще-

ством, каждый филамент может сжиматься сколь

угодно сильно, происходит коллапс волнового поля

[12–16]. Если филаментов много, то говорят о мел-

комасштабной самофокусировке, а когда мощность

светового пучка несколько больше, но близка крити-

ческой, и формируется только один канал фокуси-

ровки, – о крупномасштабной самофокусировке.

Модель взаимодействия квантовых частиц

с измерительной системой. Явное формальное

сходство вероятностного коллапса оптической волны

из-за ее пространственной неустойчивости в нели-

нейной среде с коллапсом волновой функции кван-

товой частицы (или некоторой совокупности кванто-

вых частиц) при измерении ее (их) координат оправ-

дывает попытку рассмотреть возможность описания

динамики волновой функции частицы в процессе

этого измерения уравнением Шредингера [8]:

i~
dΨ

dt
= −

~
2

2m
∆Ψ+ UmsΨ (1)

с энергией взаимодействия квантовой частицы (или

некоторой совокупности их) с измерительной систе-

мой, вида

Ums(r, t) = −g|Ψ(r, t)|2. (2)

В уравнении (1) Ψ(r, t) – это волновая функция

частицы массы m в потенциальном поле измеритель-

ной системы Ums(r, t), r – координаты пространства

(для совокупности частиц – координаты конфигура-

ционного пространства), t – время. В соотношении

(2) g – константа, характеризующая воздействие из-

мерительной системы на состояние частицы (или со-

вокупности частиц).

С точки зрения математического формализма,

уравнение (1) с потенциальной энергией вида (2)

идентично нелинейному уравнению Шредингера в

оптике интенсивных лазерных пучков с точностью

до замен в нем волновой функции на комплексную

амплитуду поля лазерного излучения, а времени – на

координату оси пучка, но, в общем случае, отлича-

ется от него размерностью лапласиана. Это важно,

поскольку из нелинейной оптики известно, что ха-

рактер развития самофокусировки существенно за-

висит от этой размерности [14–16] и, например, для

одномерного (щелевого) пучка его коллапс не реали-

зуется вовсе.

Запись уравнения Шредингера в нелинейном по

функции Ψ виде (1)–(2), конечно, сразу требует от-

вета, по крайней мере, на два базовых для квантовой

механики большого числа частиц вопроса.

Во-первых, как оправдать нелинейность уравне-

ния Шредингера, соответственно, и отказ от прин-

ципа суперпозиции? Ответ понятен: согласно аксио-

матике квантовой механики процесс измерения фи-

зической величины квантовой частицы не является

линейным процессом. В таком процессе принцип су-

перпозиции соблюдаться и не должен. Кроме того,

в квантовой физике уже хорошо известны нелиней-

ные по Ψ уравнения эволюции волновой функции.
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Так, уравнение именно вида (1)–(2) было предложе-

но Гроссом и Питаевским в качестве математической

модели динамики бозе-эйнштейновского конденсата

в приближении парного взаимодействия частиц газа

[12, 13, 17]. А в приближении трехчастичного взаи-

модействия уравнение Гросса–Питаевского дополня-

ется нелинейными слагаемыми уже пятого порядка

по Ψ [13].

Во-вторых, в процессе взаимодействия с “боль-

шой” измерительной системой волновая функ-

ция частицы, координата которой измеряется,

по-прежнему, существует? Но и на этот вопрос воз-

можно ответить утвердительно, опять сославшись на

пример обоснования уравнения Гросса–Питаевского

[13, 17], которое может описывать динамику одной

отдельной частицы.

Подчеркнем, что пример уравнения Гросса–

Питаевского выше дан не как обоснование уравнения

(1)–(2) для описания процесса измерения, а только

для того, чтобы напомнить об уже известном нали-

чии в квантовой физике нелинейных по волновой

функции уравнений. При этом надо понимать, что

исходное уравнение Шредингера для многочастич-

ной волновой функции всего бозе-эйнштейновского

конденсата является линейным, т.е. фундамен-

тальный принцип суперпозиции при его описании

выполняется. Нелинейность в уравнении появляется

в результате приближенного описания взаимодей-

ствия (дельтаобразного) между тождественными

бозе-частицами. Этим приближением обусловлена

и возможность описания нелинейным уравнением

волновой функции отдельной частицы, которая

взаимодействует с тождественными ей другими

бозе-частицами. Таким образом, мы имеем пример

того, как в квантовой физике системы большого

числа частиц с волновой функцией в многомер-

ном конфигурационном пространстве от описания

ее динамики линейным уравнением Шредингера

возможно перейти (приближенно) к нелинейному

уравнению в конфигурационном пространстве мень-

шей размерности. При описании взаимодействия

квантовой частицы с измерительным прибором,

которые вместе, конечно, представляют собой

также систему очень большого числа частиц, эта

возможность, видимо, тоже не исключается.

Впрочем, задачей настоящего письма является

обсуждение не столько особенностей физики кван-

тового измерения, сколько формальная попытка по-

добрать такой математический аппарат, который, не

противореча известной аксиоматике квантовой ме-

ханики, позволял бы рассматривать вероятностный

коллапс волновой функции квантовой частицы при

измерении ее координаты как процесс ее редукции

во времени.

Редукция волновой функции квантовой

частицы при измерении ее координаты. Для

простоты ниже будем рассматривать редукцию

волновой функции одной частицы.

Для удобства теоретического анализа нормируем

уравнения (1)–(2), введя безразмерные величины

Ψ̃(r̃, t) =
Ψ(r̃, t)

Ψ0
, r̃ =

r

a
, (3)

где Ψ0 – максимальное значение волновой функции

в области ее существования в начале измерительно-

го процесса (при t = t0), a – характерный размер

этой области. В этих переменных уравнения (1)–(2)

можно привести к виду

i
∂Ψ̃

∂t
= −

1

Td

∆̃Ψ̃−
1

Tm

|Ψ̃|2Ψ̃, (4)

где Td = 2ma2

~
– характеризует время проявления

эффекта расплывания волновой функции (величина,

аналогичная дифракционной длине, возникающей

при нормировке оптической интерпретации нелиней-

ного уравнения Шредингера [18]), Tm = ~

g|Ψ0|2
–

характеризует время заметного изменения волно-

вой функции из-за воздействия измерительной си-

стемы (аналогично нелинейной длине при норми-

ровке нелинейного уравнения Шредингера в оптике

[18]), ∆̃ = ∂2

∂x̃2 + ∂2

∂ỹ2 +
∂2

∂z̃2 – трехмерный лапласиан в

нормированных декартовых координатах.

При рассмотрении эволюции волновой функции

квантовой частицы в соответствии с нелинейным

уравнением (4) используем формализм, применяе-

мый при изучении распадной неустойчивости в нели-

нейной среде оптической волны [14, 16, 19]. Таким об-

разом, об особенностях редукции волновой функции

будем судить по развитию ее малых возмущений.

Рассмотрим динамику волновой функции, в кото-

рой возникли амплитудно-фазовые возмущения, ви-

да

Ψ̃p(r̃, t) = Ψ̃(r̃, t)[1 + α(r̃, t) + iβ(r̃, t)], (5)

где Ψ̃(r̃, t) – невозмущенное решение (4), а α(r̃, t) и

β(r̃, t) – случайные малые амплитудное и фазовое

возмущения этого решения. Тогда для таких исходно

малых возмущений получаем систему их эволюции в

процессе измерения вида














dα

dt
= −

1

Tg

∆̃β,

dβ

dt
=

1

Td

∆̃α+
2

Tm

α|Ψ̃|2.

(6)
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При выводе системы (6) случайные возмущения

рассматривали мелкомасштабными по отношению к

размерам исходной области локализации волновой

функции, т.е. полагали при t = t0 выполняющими-

ся неравенства

∆̃αΨ̃ ≫ ∇̃α∇̃Ψ̃,

∆̃βΨ̃ ≫ ∇̃β∇̃Ψ̃.
(7)

Систему двух связанных уравнений эволюции ам-

плитудных и фазовых возмущений (6) несложно све-

сти к одному уравнению, например, только для ам-

плитудных возмущений. Так, продифференцировав

первое уравнение системы по времени t и подставив

в него выражение dβ
dt

из второго уравнения, получаем

d2α

dt2
= −

1

T 2
d

∆̃2α−
2

TdTm

∆̃(α|Ψ̃|2). (8)

Поскольку мы рассматриваем мелкомасштабные

возмущения (полагаем справедливым (9)), то в их

окрестности квадрат модуля невозмущенной волно-

вой функции |Ψ̃(r̃, t)|2 можно считать слабо зави-

сящим от координаты r̃. Кроме того, рассматри-

вая проявление воздействия измерительной системы

на невозмущенную волновую функцию более значи-

мым, чем ее расплывание (т.е. полагая отношение Tm

Td

малым), можно считать функцию |Ψ̃(r̃, t)|2 слабо за-

висящей и от времени t. Тогда в (8) квадрат модуля

невозмущенной волновой функции можно предста-

вить в виде

|Ψ̃(r̃, t)|2 = |Ψ̃(R̃+∆r, t0 +∆t)|2 ≈

≈ |Ψ̃(R̃, t0)|
2 +∇

∂

∂t
|Ψ̃(r̃, t)|2

∣

∣

∣

∣

∣

∆r∆t + ...

r̃ = R̃

t = t0

(9)

где R̃ – нормированная координата пространства в

окрестности мелкомасштабного возмущения, ∆r =

= r̃ − R̃, ∆t = t − t0. Далее в настоящем письме

ограничимся в (9) только первым членом разложе-

ния в ряд.

При анализе решения уравнения (8) (с учетом

представления (9)) используем спектральный под-

ход, с помощью которого и было впервые рассмот-

рено развитие в нелинейной среде малых возмуще-

ний оптической волны [19]. Для возмущения вида

α = Reα0e
−i(kr̃+ωt), где α0 – амплитуда его спек-

тральной компоненты с пространственной k и вре-

менной ω частотами, из (8) следует соотношение

ω2 =
1

T 2
d

k4 −
2

TdTm

k2|Ψ̃(R̃, t0)|
2. (10)

Здесь k2 = k2x + k2y + k2z .

При ω2 < 0 возмущение нарастает, соответствен-

но, как следует из (10), условием неустойчивости

волновой функции является неравенство

k2 < 2
Td

Tm

|Ψ̃(R̃, t0)|
2. (11)

При этом инкремент неустойчивых возмущений

|ω| =

√

2

TdTm

k2|Ψ̃(R̃, t0)|2 −
1

T 2
d

k4 (12)

имеет наибольшую величину |ωmax| =
1

Tm

|Ψ̃(R̃, t0)|
2

при значении волнового числа kopt =

=
√

Td

Tm
|Ψ̃(R̃, t0)|2. В абсолютных величинах

максимальный инкремент возмущения принима-

ет вид

|ωmax| =
1

~
g|Ψ(R, t0)|

2. (13)

Из соотношения (13) видно, что при взаимодей-

ствии с измерительной системой, воздействие кото-

рой на квантовую частицу характеризуется эффек-

тивной потенциальной энергией (2), наибольшее на-

растание случайного малого возмущения волновой

функции пропорционально величине квадрата мо-

дуля волновой функции частицы на момент начала

измерения ее координаты |Ψ(R, t0)|
2 и определяет-

ся также параметром измерительной системы g. Та-

ким образом, выражение (13) показывает, что плот-

ность вероятности схлопывания волновой функции

в той или иной области пространства определяется

значением |Ψ(R, t0)|
2, что, несмотря на необычность

приведенного рассмотрения, находится в полном со-

ответствии с придаваемым ей в квантовой механике

физическим смыслом.

Логично теперь, подобно тому как в нелинейной

оптике вводится понятие длины мелкомасштабной

самофокусировки – величины, обратной максималь-

ному инкременту возмущения, – ввести и понятие

времени измерения координаты частицы как вели-

чины τm = 1
|ωmax|

. Тогда из (13) следует формула,

которую естественно назвать соотношением неопре-

деленностей “время измерения–необходимая для из-

мерения энергия”:

τmUms = ~. (14)

Таким образом, изложенный формализм имеет

своим следствием хорошо известное соотношение

Гейзенберга [8].

Заключение. В настоящей работе мы обсуди-

ли формальную аналогию в описании процесса кол-

лапса волновой функции квантовой частицы при
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измерении ее координаты и хорошо известного в

нелинейной оптике явления стохастической мелко-

масштабной самофокусировки излучения. На осно-

вании такой аналогии вероятностная редукция вол-

новой функции квантовой частицы при измерении

ее координаты рассмотрена как задача о простран-

ственной неустойчивости волны. Приведен вид и най-

дены параметры энергии взаимодействия квантовой

частицы с измерительной системой, при которых

реализуется коллапс волновой функции. Показано,

что в предложенной модели взаимодействия кванто-

вой частицы с измерительной системой произведение

времени редукции волнового пакета и энергии воз-

действия на частицу измерительной системы полно-

стью совпадает с хорошо известным соотношением

неопределенностей.

В работе мы попытались найти аналогию в

описании редукции волновой функции при измере-

нии положения квантовой частицы в теоретическом

аппарате нелинейной оптики только для случая, ко-

гда волновая функция частицы до начала измерения

рассматривалась физически гладкой и локализован-

ной лишь в одной области. Разумеется, интересно бы-

ло бы найти оптический аналог в более сложных слу-

чаях, например, коллапса волновой функции кван-

товой частицы при измерении ее координаты, если

ее волновая функция исходно локализована в двух

(и более) областях, или редукции волновой функ-

ции квантовой частицы при измерении физической

величины, принимающей дискретный набор значе-

ний. С точки зрения автора настоящего письма, воз-

можность найти такие аналоги существует. Напри-

мер, для физической величины квантовой частицы,

имеющей дискретный набор значений, аналогом ре-

дукции волновой функции в одно из собственных со-

стояний наблюдаемой, по всей видимости, можно бы-

ло бы рассматривать явление оптической мультиста-

бильности, при котором одному распределению по-

ля на входе в нелинейное оптическое устройство со-

ответствует целый набор распределений поля на его

выходе [20, 21].

Наверное, полезным в развитии теории измере-

ний было бы и исследование возможностей сведе-

ния линейных уравнений динамики квантовой си-

стемы большого числа частиц в конфигурационном

пространстве очень высокой размерности к нелиней-

ным уравнениям, но с понижением размерности это-

го пространства.
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