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Световой пучок, распространяющийся в турбулентной среде (атмосфере), испытывает возмущения
вследствие дифракции на случайных флуктуациях показателя преломления. Мы исследуем случай-
ные смещения ?центра масс? пучка в режиме сильных сцинтилляций. Получено явное выражение для
среднего квадрата 〈s2〉, где s задает положение “центра масс” в плоскости, поперечной направлению
распространения. Оказывается, значение 〈s2〉 определяется поправками к нормальному (гауссову) рас-
пределению вероятностей для огибающей пучка Ψ. Примечательно, что при этом сама величина s, имеет
нормальное (гауссово) распределение.
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Настоящая работа посвящена теоретическому ис-

следованию распространения света в турбулентной

среде, например в атмосфере. Дифракция света на

вызванных турбулентностью флуктуациях показате-

ля преломления приводит к искажениям светового

пучка. Наблюдения, в частности, астрономические,

показывают, что характер этих искажений зависит

от трассы распространения света. На сравнительно

коротких трассах искажения малы; такой случай на-

зывают режимом слабых сцинтилляций. На более

длинных трассах световой пучок распадается на мно-

жество спеклов: возникает режим сильных сцинтил-

ляций.

Исследование статистических характеристик

флуктуаций показателя преломления восходит к

основополагающим работам Колмогорова и Обухова

[1–3], в которых были получены степенные спектры

флуктуаций скорости в инерционном интервале.

Позднее Обухов [4] и Коррсин [5] распространили

этот подход на флуктуации поля пассивного скаля-

ра, например, температуры среды или концентрации

примесей. В своей пионерской работе [6] Обухов

применил эти результаты к флуктуациям показате-

ля преломления, который можно рассматривать как

пассивный скаляр.

Вопросы распространения света в турбулентной

среде активно изучались во второй половине XXв.

Итоги этих исследований изложены в ряде моногра-

1)e-mail: nmasnev@itp.ac.ru

фий и обзоров, см. [7–12]. В последние годы интерес к

этой теме вновь возрос, прежде всего благодаря раз-

витию вычислительных возможностей; см. [13–16], а

также [17–22]. О некоторых аналитических результа-

тах сообщалось в работах [23–27].

В режиме сильных сцинтилляций волновое по-

ле приобретает нормальное (гауссово) распределе-

ние вероятностей. Насколько нам известно, впервые

о гауссовости волнового поля в этом режиме было

упомянуто в работе [7] со ссылкой на центральную

предельную теорему. Более количественно задача ис-

следовалась в работах [28, 29] методом континуаль-

ных интегралов. Там были найдены первая негаус-

сова поправка ко второму моменту интенсивности I

и параметр, определяющий величину этой поправки.

Однако негауссовы поправки к распределению кор-

реляционных функций огибающей пучка в разных

точках возрастают с увеличением расстояния меж-

ду точками; см., например, [26, 21, 22]. Поэтому об-

ласть пространства, в которой применимо нормаль-

ное (гауссово) распределение светового волнового по-

ля, ограничена.

В этой работе мы аналитически исследуем флук-

туации “центра масс” светового пучка в режиме силь-

ных сцинтилляций. Этот вопрос важен для оптиче-

ской связи через атмосферу, поскольку значитель-

ные смещения “центра масс” могут нарушить связь.

Мы определяем характерную величину смещения и

изучаем его статистические свойства. Оказывается,

распределение смещения является гауссовым. Под-
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черкнем, что полученные результаты выходят за

пределы применимости гауссова распределения са-

мого светового волнового поля.

Рассмотрим монохроматическую световую волну,

распространяющуюся в турбулентной среде (атмо-

сфере). Волну описывает ее огибающая Ψ, которая

подчиняется следующему параболическому уравне-

нию:

i∂zΨ+
1

2k0
∇2Ψ + k0νΨ = 0. (1)

Здесь k0 – волновое число несущей световой волны,

ν – отклонение показателя преломления от его сред-

него значения, z – координата вдоль направления

распространения волны, а ∇ – двумерный (2d) гра-

диент в направлениях, поперечных распространению

светового пучка. Таким образом, ∇2 – 2d-лапласиан.

Описание световой волны (волнового пакета) с

помощью огибающей Ψ применимо, пока все харак-

терные масштабы задачи значительно превышают

длину волны 2π/k0. Уравнение (1) учитывает ди-

фракцию, связанную с флуктуациями показателя

преломления, но не учитывает диссипацию. Оно при-

менимо при условии, что нелинейными эффектами,

возникающими из-за зависимости показателя пре-

ломления от интенсивности света (эффект Керра),

можно пренебречь.

Поле ν зависит от времени t, двумерного (2d)

радиус-вектора r, поперечного направлению распро-

странения волны, и координаты z вдоль этого на-

правления. Производная по времени не входит в ос-

новное уравнение (1): вследствие высокой скорости

света огибающая Ψ практически мгновенно приспо-

сабливается к текущему состоянию среды. Поэто-

му изменения показателя преломления во времени

вызывают временные изменения электромагнитного

поля, представленного огибающей Ψ.

Турбулентные пульсации вызывают случайные

флуктуации показателя преломления ν. Во все на-

блюдаемые величины (например, интенсивность пуч-

ка) поле ν входит через интегралы по координате z

вдоль трассы пучка. Эти интегралы можно рассмат-

ривать как суммы большого числа независимых слу-

чайных величин. Поэтому можно считать, что поле

ν обладает гауссовой (нормальной) статистикой; см.,

например, [30]. Парная корреляционная функция по-

ля ν в поперечном направлении имеет степенной вид:

она зависит от разности поперечных координат по

степенному закону.

При этих предположениях можно получить

замкнутое уравнение для парной корреляционной

функции

F (r1, r2, z) = 〈Ψ(r1, z)Ψ
⋆(r2, z)〉, (2)

огибающей Ψ. Угловые скобки обозначают усредне-

ние по времени или, иными словами, по статистике

флуктуаций поля ν. Уравнение для парной корреля-

ционной функции (2) имеет вид

∂zF −
i

2k0

[

∂2F

∂r21
−

∂2F

∂r22

]

+ U(r1 − r2)F = 0. (3)

Оно было получено достаточно давно; см. [31–36]. Ве-

личина U в уравнении (3) определяется корреляци-

онной функцией поля ν и представляет собой сте-

пенную функцию расстояния r: U(r) ∝ rc с некото-

рым показателем c. Для спектра Обухова–Коррсина

c = 5/3.

Далее будем считать трассу распространения све-

та однородной; в этом случае U(r) не зависит от

z. Тогда можно записать следующую безразмерную

комбинацию:

zU(r) = Crc/rc0, (4)

где r0 – параметр Фрида [37], а C – константа поряд-

ка единицы. При исследовании атмосферной турбу-

лентности традиционно принимают C = 3.44. По су-

ществу, фиксацию C можно считать определением

параметра Фрида r0. Согласно уравнению (4), с рос-

том z параметр Фрида r0 уменьшается.

В задаче имеются два характерных простран-

ственных масштаба, зависящих от z. Первый – сам

параметр Фрида. Для однородной трассы r0 ∝ z−1/c;

см. уравнение (4). Второй масштаб – “длина рас-

плывания” Rspr = z/(k0r0). Для спектра Обухова–

Коррсина при c = 5/3 имеем r0 ∝ z−3/5 и Rspr ∝ z2/5.

Мы рассматриваем режим сильных сцинтилляций, в

котором Rspr ≫ r0. Можно сказать, что r0 опреде-

ляет размер спеклов, а Rspr – размер облака спеклов

(если он превышает начальную ширину пучка l).

Решение уравнения (3) можно выразить через на-

чальный профиль огибающей Ψ0 с помощью функ-

ции Грина G, зависящей от конечных координат

r1, r2, начальных координат r′1, r
′

2 и z. Выражение

для парной корреляционной функции имеет вид

F (R+ r/2,R− r/2, z) =

∫

d2r′ d2R′ G(z)

Ψ0 (R
′ + r′/2)Ψ⋆

0 (R
′ − r′/2) , (5)

где мы ввели разности исходных координат r = r1 −

r2, r
′ = r′1−r′2 и их полусуммы R,R′. Функция Грина

записывается как

G(z) =
k20

(2π)2z2
exp

[

ik0
z

(r− r′)(R −R′)

]

exp

[

−
C

rc0

∫ 1

0

dχ |(1− χ)r+ χr′|c,

]

, (6)
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через те же переменные. Естественно измерять раз-

ности r, r′ в единицах r0, а полусуммы R,R′ – в еди-

ницах Rspr.

Предположим, что Rspr ≫ l ≫ r0, где l – на-

чальная ширина пучка. Тогда в аргументах Ψ0,Ψ
⋆
0 в

уравнении (5) можно положить r′ → 0. Характерное

значение R′ в уравнении (5) оценивается как l; сле-

довательно, в функции G им можно пренебречь, см.

уравнение (6). В результате получаем универсальное

выражение

F =
k20P

(2π)2z2

∫

d2x exp

(

ik0
z

xR

)

exp

[

−
C

rc0

∫ 1

0

dχ |r− χx|c,

]

. (7)

Единственная характеристика пучка, входящая в

уравнение (7), – переносимая им мощность P .

Для описания смещений “центра масс” профиля

пучка относительно начала координат в поперечной

плоскости введем вектор

s =
1

P

∫

d2r r |Ψ(z, r)|2. (8)

Очевидно, что 〈s〉 = 0, поскольку в рассматриваемом

универсальном режиме все корреляционные функ-

ции изотропны. В гауссовом приближении для рас-

пределения вероятностей Ψ, используя парную кор-

реляционную функцию (7), получаем 〈s2〉 ∼ r20 . Од-

нако вклад в 〈s2〉, обусловленный негауссовыми по-

правками к корреляционной функции, оказывается

значительно больше.

Для исследования статистических свойств векто-

ра s используем диаграммную технику Уайлда; см.

[38–41]. Мы применяем ее вариант для задачи о рас-

пространении света в турбулентной среде, разрабо-

танный в работе [23]. Этот метод позволяет вычис-

лять корреляционные функции огибающей Ψ,Ψ⋆ и

функции Грина. Диаграммы представляют члены

ряда теории возмущений, получаемые разложением

решения уравнения (1) по ν и последующим усред-

нением интересующих величин по статистическому

распределению ν.

Например, “двухчастичную” функцию Грина G

(6) можно представить суммой лестничной последо-

вательности диаграмм, показанных на рис. 1. Гори-

зонтальная ось там направлена вдоль оси Z, а вер-

тикальная – в поперечном направлении. Линии, на-

правленные вправо, изображают “голые одночастич-

ные” функции Грина G,

G(r, z) =
k0θ(z)

2πz
exp

(

i
k0r

2

2z

)

, (9)

Рис. 1. Лестничная последовательность диаграмм для
функции Грина G уравнения (3)

а линии, направленные влево, – G⋆. Пунктирные ли-

нии соответствуют множителю U , входящему в урав-

нение (3). Суммирование лестничной последователь-

ности приводит к уравнению (6); см. [23].

Согласно теореме Вика (см. [42]), в гауссовом при-

ближении корреляционные функции высших поряд-

ков

〈Ψ(r1, z) . . .Ψ(rn, z)Ψ
⋆(rn+1, z) . . .Ψ

⋆(r2n, z)〉, (10)

являются суммами произведений парных корреляци-

онных функций (5). На языке диаграмм эти вкла-

ды, удовлетворяющие теореме Вика, определяются

n независимыми лестницами, которые свертываются

с произведением начальных профилей, аналогичным

произведению в уравнении (10).

Поправки к гауссовым вкладам определяются

перемычками между лестницами. Пример такой

перемычки показан на рис. 2, где представлен вклад

Рис. 2. Перемычка, соединяющая две лестницы

в корреляционную функцию четвертого порядка

〈Ψ(y1, z)Ψ(y3, z)Ψ
⋆(y2, z)Ψ

⋆(y4, z)〉. Аналогичные

перемычки могут соединять точки r1, r3; r1, r4;

r2, r4. Аналитически сумма поправок записывается

в виде интеграла

δ〈Ψ(y1, z)Ψ(y3, z)Ψ
⋆(y2, z)Ψ

⋆(y4, z)〉

=

∫ z

0

dζ

∫

d2r1d
2r2d

2r3d
2r4F (r1, r2, ζ)F (r3, r4, ζ)
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[U(r1 − r4) + U(r3 − r2)− U(r1 − r3)− U(r2 − r4)]

G(y1,y2, r1, r2, z − ζ)G(y3,y4, r3, r4, z − ζ), (11)

где U – величина, входящая в уравнение (3).

Вклад поправки (11) в средний квадрат 〈s2〉 за-

писывается следующим интегралом:

〈s2〉 =
1

P 2

∫

d2y1 d
2y3 y1 y3

δ〈Ψ(y1, z)Ψ(y3, z)Ψ
⋆(y1, z)Ψ

⋆(y3, z)〉. (12)

С учетом выражения (12) сосредоточимся на анализе

поправки (11) при попарном совпадении точек, вхо-

дящих в уравнение (12).

Подставляя выражения (6), (7) в уравнение (11),

находим

δ〈Ψ(y1, z)Ψ(y3, z)Ψ
⋆(y1, z)Ψ

⋆(y3, z)〉

=
CP 2

zrc0

∫

dζ

∫

d2r12d
2r34d

2R12d
2R34d

2x1d
2x2

[

k40
(2π)4ζ2(z − ζ)2

]2

exp

[

ik0
ζ

(x1R12 + x2R34)

]

exp

{

−
Cζ

zrc0
[T (r12, r12 − x1) + T (r34, r34 − x2)]

}

exp

{

ik0
z − ζ

[r12(R12 − y1) + r34(R34 − y3)]

}

exp

[

−
C

rc0

z − ζ

z
T (r12, 0)−

C

rc0

z − ζ

z
T (r34, 0)

]

[

∣

∣

∣
S+

r12 + r34

2

∣

∣

∣

c

+
∣

∣

∣
S−

r12 + r34

2

∣

∣

∣

c

−
∣

∣

∣
S+

r12 − r34

2

∣

∣

∣

c

−
∣

∣

∣
S−

r12 − r34

2

∣

∣

∣

c
]

, (13)

где r12 = r1−r2, r34 = r3−r4, R12 = (r1+r2)/2, R34 =

(r3 + r4)/2, S = R12−R34, а r0 берется при значении

координаты z. Интегрирование по S можно выпол-

нить явно, а интегрирование по R = (R12 + R34)/2

дает дельта-функцию, с помощью которой затем вы-

полняется интегрирование по x2. Получаем

δ〈Ψ(y1, z)Ψ(y3, z)Ψ
⋆(y1, z)Ψ

⋆(y3, z)〉

= 2c+3π
Γ(1 + c/2)

Γ(−c/2)
P 2

∫

dζ

∫

d2r12d
2r34d

2x1

k60
(2π)6ζ2(z − ζ)4

∣

∣

∣
k0

(x1

ζ
+

r12

z − ζ

)∣

∣

∣

−c−2

exp

[

−
ik0
z − ζ

(r12y1 + r34y3)−
C

rc0

ζ

z
T (r12, r12 − x1)

]

exp

{

−
C

rc0

ζ

z
T

[

r34,x1 + r34 +
ζ

z − ζ
(r12 + r34)

]}

exp

[

−
C

rc0

z − ζ

z
T (r12, 0)−

C

rc0

z − ζ

z
T (r34, 0)

]

C

zrc0

{

cos

[

k0(r12 + r34)

2

(

x1

ζ
+

r12

z − ζ

)]

− cos

[

k0(r12 − r34)

2

(

x1

ζ
+

r12

z − ζ

)]}

, (14)

с меньшим числом переменных.

Теперь подставим выражение (14) в уравнение

(12). После этого интегрирование по y1,y3 сводит-

ся к производным дельта-функций, которые, в свою

очередь, определяют интегралы по r12, r34. В резуль-

тате находим

〈s2〉 = −
2cΓ(1 + c/2)

πΓ(−c/2)

C

zrc0k
c
0

∫ z

0

dζ

∫

d2x1
(z − ζ)2

ζ2−c

x−c
1 exp

(

−
2C

rc0

ζ

z

xc
1

c+ 1

)

, (15)

Оставшиеся интегралы можно вычислить явно. По-

лучаем

R2
jitt ≡ 〈s2〉 = BRc

spr
r2−c
0 , (16)

B = −
2c+2− 2

c (c+ 1)
2

c
−1C2− 2

cΓ(c/2)Γ(2/c− 1)

(c− 2/c)(c+ 1− 2/c)(c+ 2− 2/c)Γ(−c/2)
.

(17)

Для спектра Обухова–Коррсина при c = 5/3 и C =

= 3.44 получаем B ≃ 8.2.

Согласно уравнению (16), характерная величина

смещения “центра масс” Rjitt растет с увеличением z.

Для спектра Обухова–Коррсина при c = 5/3 приве-

дено R
13/30
jitt . Величина Rjitt лежит между r0 и Rspr:

r0 ≪ Rjitt ≪ Rspr вследствие неравенства r0 ≪ Rspr.

Отметим, что выражение (16) было получено ранее в

работе [43] прямым замыканием цепочки соотноше-

ний между корреляционными функциями.

Далее исследуем высшие моменты величины s:

〈s2n〉. Диаграммы, описывающие вклады в момент

〈s2n〉, содержат 2n лестниц и дополнительные пере-

мычки. Существуют определенные правила отбора

диаграмм, дающих главные вклады в момент 〈s2n〉.

Сформулируем эти правила.

Во-первых, конечные точки каждой лестницы

должны совпадать. Это соответствует множителю

Ψ⋆Ψ в выражении для s на конце лестницы. Если же

конечные точки некоторой лестницы на диаграмме

не совпадают, соответствующее аналитическое выра-

жение содержит дополнительную степень отношения

r0/Rspr по сравнению с диаграммами, в которых ко-

нечные точки всех лестниц совпадают. Поэтому диа-
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граммы без такого совпадения малы и должны быть

отброшены.

Во-вторых, главная диаграмма должна содер-

жать минимальное число перемычек, поскольку

каждая перемычка дает дополнительную малость

порядка (r0/Rspr)
2−c [23] по сравнению с диаграмма-

ми без перемычек. Минимальное число перемычек

для момента 〈s2n〉 равно n. Это объясняется сле-

дующим образом. Каждая лестница должна быть

соединена с перемычкой; иначе возникает несвя-

занная лестница, дающая 〈s〉 = 0. Минимальное

число перемычек равно n, поскольку тогда каждая

лестница может быть соединена ровно с одной

перемычкой. Пример такой диаграммы для 〈s4〉

приведен на рис. 3.

Рис. 3. Диаграмма с двумя перемычками, дающая
вклад в 〈s4〉

Таким образом, диаграммы, дающие главный

вклад в 〈s2n〉, соответствуют произведениям n мно-

жителей, каждый из которых описывает две лестни-

цы, соединенные перемычкой; пример приведен на

рис. 3. Каждый такой множитель соответствует 〈s2〉.

Комбинаторный коэффициент, определяющий число

способов соединить 2n лестниц посредством n пере-

мычек (не соединяя одну лестницу с двумя перемыч-

ками), равен (2n − 1)!!, как и в теореме Вика; см.

[42]. Следовательно, в главном приближении вектор

s имеет нормальную (гауссову) плотность вероятно-

сти. Поправки к ней малы по параметру r0/Rspr.

В заключение мы исследовали статистические

свойства смещений светового пучка, распространя-

ющегося в турбулентной среде в режиме сильных

сцинтилляций. Смещения характеризуются положе-

нием “центра масс” пучка s в поперечной плоскости,

среднее значение 〈s〉 равно нулю. При этом, сред-

ний квадрат R2
jitt = 〈s2〉 определяется поправками

к нормальному (гауссову) распределению вероятно-

стей для огибающей Ψ. Мы получили явное выра-

жение для Rjitt, причем выполняются неравенства

r0 < Rjitt < Rspr, где параметр Фрида r0 задает ха-

рактерный радиус спеклов, а Rspr – характерный раз-

мер облака спеклов. При этом сама величина s, как

ни удивительно, имеет нормальное (гауссово) распре-

деление вероятностей.
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