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Процессы совершения работы по перемещению частиц малого размера в среде с белым шумом (тер-
мостате) описываются теоремами стохастической термодинамики, такими как соотношение Ярзинского
и флуктуационная теорема Крукса. Эти теоретические результаты основаны на моделях ланжевенов-
ской кинетики частиц в равновесном термостате, свойства которого не зависят от внешней силы. Ши-
рокая применимость выводов, предлагаемых стохастической термодинамикой, связана с тем фактом,
что многие из них непертурбативны относительно амплитуды внешней силы и справедливы для лю-
бой длительности наблюдения. На основе флуктуационных теорем и решений уравнений Ланжевена и
Фоккера–Планка в линейных моделях мы исследуем статистику силы и работы в процессах транспорта
частиц в переменных потенциалах и непотенциальных полях сил в присутствии белого шума. Анализ
выявляет условия, при которых флуктуации работы малы в сравнении со средним значением, так что
подверженный влиянию шума рабочий процесс может рассматриваться как хорошо контролируемый.
Помимо этого, получено соотношение между средним квадратом флуктуаций силы, приложенной к час-
тицам в потенциале с равномерно движущимся профилем, и временем корреляции этих флуктуаций,
показывающее, что произведение этих двух величин не зависит от деталей рабочего протокола.
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I. Введение. Уравнение Ланжевена – это мо-

дель стохастической динамики частиц в окружении

с шумом, применимая, когда время корреляции слу-

чайного шума мало в сравнении с другими масшта-

бами времени, характеризующими рассматриваемую

систему [1]. Процессы совершения работы в ланже-

веновской кинетике в режиме сильного трения, рас-

сматриваемые в области стохастической термодина-

мики [2], удовлетворяют соотношениям на термоди-

намические величины (производство энтропии, рабо-

та, потоки частиц и т.д.), известным как флуктуа-

ционные теоремы [2–10], которые устойчивы по от-

ношению к изменению многих деталей системы, та-

ких как профили совершающих работу потенциаль-

ных и непотенциальных сил, конкретный вид зави-

сящего от времени протокола воздействия на части-

цу, длительность рабочего процесса, число частиц в

системе, время релаксации системы. В этой работе

мы рассматриваем процесс перемещения частиц дви-

жущимся профилем ограничивающего потенциала.

1)e-mail: sergb27@yandex.ru

Для такого процесса, как известно, выполняется ра-

венство Ярзинского и, в случае гармонического по-

тенциала, флуктуационная теорема Крукса [10–13].

Анализ описывает соотношение, связывающее харак-

терную амплитуду флуктуаций и время корреляции

силы, действующей на частицы со стороны потенци-

ала. Помимо статистических свойств силы, другой

рассматриваемый здесь вопрос – определение усло-

вий, при которых относительная флуктуация стоха-

стической работы, совершаемой в процессе переме-

щения частиц, мала.

Рассмотрим N одинаковых невзаимодействую-

щих частиц подвижности µ в одномерном ограни-

чивающем потенциале U0(x). В присутствии шума

характеристики рабочего процесса, такие как сила,

приложенная к частицам, совершаемая работа, на-

чальная и конечная конфигурации системы, траекто-

рия системы и т.д., флуктуируют и являются пред-

метом статистического описания. Начальное стати-

стическое состояние системы предполагается равно-

весным и, следовательно, описывается распределе-

нием Больцмана P0(X) = C exp(−∑N
i=1

U0(xi)
kBT ), где
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X = (x1, x2, . . . , xN )T обозначает набор координат

частиц, T – температура термостата, kB – константа

Больцмана и C =
(

∫ +∞

−∞ dx exp(−U0(x)
kBT )

)−N

– число-

вой множитель, определяемый условием нормировки

функции плотности вероятности P (X).

В момент t = 0 минимум потенциала начина-

ет двигаться, при этом форма потенциала остается

неизменной. Положение минимума как функция от

времени будет обозначаться как λ(t). Таким образом,

результирующий переменный потенциал имеет вид

U(x, t) = U0(x− λ(t)). (1)

Мы будем в основном рассматривать случай посто-

янной скорости

λ(t) = vt, (2)

см. рис. 1.

Рис. 1. Частицы под действием случайного шума, пе-
ремещаемые в вязкой среде потенциальной силой, про-
филь потенциала которой движется с постоянной ско-
ростью v. Форма потенциала остается неизменной в
ходе рабочего процесса. Стохастическая работа, совер-
шаемая над частицами за интервал времени τ , дается
выражением (7) и удовлетворяет соотношению Ярзин-
ского (14)

На масштабах времени ≫ τSt и масштабах дли-

ны ≫
√
DτSt, где τSt – время корреляции скорости

частицы (время Стокса), и D = µkBT – это коэффи-

циент диффузии, динамика частиц может быть про-

моделирована при помощи уравнения Ланжевена в

режиме сильного трения

Ẋ(t) = µf(X(t), t) + ξ(t), (3)

где

fi(X, t) = −∂xi
U(xi, t), (4)

это потенциальная сила, действующая на i-ю части-

цу, ξ(t) – Гауссов белый шум с нулевым средним зна-

чением компонент,

〈ξi(t)〉 = 0, (5)

и парной корреляционной функцией вида

〈ξi(t1)ξj(t2)〉 = 2δijµkBTδ(t2 − t1). (6)

Стохастическая работа Wτ , совершаемая пере-

менным потенциалом U(x, t) в течение интервала

времени τ , дается выражением

Wτ =

N
∑

i=1

∫ τ

0

dt
∂U(xi(t), t)

∂t
, (7)

в котором x(t) – это стохастическая траектория i-й

частицы для заданной реализации шума ξi(t) и за-

данной начальной координаты xi(0) = xi0.

Перепишем уравнение Ланжевена (3) в системе

отсчета, движущейся со скоростью профиля потен-

циала. Получаем

Ẏ(t) = µf0(Y(t)) − Λ̇(t) + ξ(t). (8)

Здесь Y = (y1, y2, . . . , yN )T = X − Λ, Λ(t) =

= (vt, vt, . . . , vt)T и f0(X) = f(X, 0) (см. ур. (4)). Со-

вершая усреднение по статистике шума в ур. (8), мы

находим

〈f0(Y)〉 = Λ̇

µ
, (9)

для достаточно длительных рабочих процес-

сов, таких что τ ≫ τr, где τr – это время

релаксации распределения вероятностей коор-

динат частиц P (Y; t) к стационарному профи-

лю Pst(Y) = C′ exp(−∑N
i=1

Ueff(yi)
kBT ) (с эффек-

тивным потенциалом Ueff(y) = U0(y) + v
µy и

C′ =
(

∫ +∞

−∞ dy exp(−Ueff(y)
kBT )

)−N

) в движущейся

системе отсчета. В самом деле, 〈ξ(t)〉 = 0 (благодаря

предполагаемым свойствам шума) и 〈Ẏ(t)〉 = 0 в

статистически стационарном режиме. Используя

(9), можно переписать (8) как

Ẏ(t) = µδf0(Y(t)) + ξ(t), (10)

где

δf0(Y(t)) = f0(Y(t)) − 〈f0(Y(t))〉, (11)

это флуктуирующая часть вектора силы f , входящая

в уравнение Ланжевена (8) (или (3)).

Поскольку ∂tU(xi(t), t) = ∂tU0(xi(t) − λ(t)) =

= −λ̇∂xi
U0(xi(t) − λ(t)) = vf0i(yi(t)) (см. ур. (1) и

(4)), то стохастическая работа, заданная уравнением

(7), может быть также представлена как

Wτ = v

∫ τ

0

F (Y(t))dt, (12)
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Рис. 2. Параболический, конический и потенциал типа “коробка”. Типичная амплитуда и время корреляции флуктуа-
ций силы в рабочем процессе даются ур. (30), (31), (33), (35), (36) и (37)

где

F (Y(t)) =
N
∑

i=1

fi0(yi(t)), (13)

это полная сила, приложенная к системе из N

частиц.

В процессах с произвольным профилем потенци-

ала U0(x), произвольной переменной скоростью его

движения λ̇(t) и произвольной длительностью про-

цесса τ ≫ τSt статистика стохастической работы Wτ

удовлетворяет соотношению Ярзинского [2, 5–7, 10]:

〈

exp

[

− Wτ

kBT

]〉

= 1. (14)

Более общая форма соотношения Ярзинского име-

ет вид
〈

exp
[

− Wτ

kBT

]〉

= e
− ∆F

kBT , где ∆F = F(τ) −
− F(0) – это разница в свободной энергии, F =

= −kBT ln
∫

dNXe
−U(x,t)

kBT , между равновесными ста-

тистическими состояниями частиц, соответствующи-

ми начальной и конечной форме потенциала. По-

скольку сдвиг потенциала при постоянстве его фор-

мы не влечет за собой изменения свободной энергии,

для рассматриваемой в этой статье модели справед-

лива более простая версия (14) (см. также Приложе-

ние A).

Далее мы будем использовать соотношение (14)

для анализа некоторых статистических свойств силы

F и стохастической работы Wτ . Более конкретно, мы

рассматриваем характерную амплитуду флуктуаций
√

〈δF 2〉 =
√

〈F 2(Y(t))〉 − 〈F (Y(t))〉2 и время корре-

ляции τcor силы F . Кроме того, ниже описаны режи-

мы, в которых относительная флуктуация стохасти-

ческой работы мала,
√

〈W 2
τ 〉 − 〈Wτ 〉2/〈Wτ 〉 ≪ 1.

II. Соотношение между амплитудой и вре-

менем корреляции флуктуаций силы. Предпо-

ложим, что профиль потенциала движется с посто-

янной скоростью v, см. рис. 2. Если длительность

рабочего процесса τ достаточно велика, то функ-

ция распределения плотности вероятности коорди-

нат частиц успевает отрелаксировать к стационар-

ной (в системе отсчета, движущейся вместе с потен-

циалом) форме. Сила F , приложенная к частицам со

стороны потенциала, тогда представляет собой слу-

чайную функцию времени со стационарной статисти-

кой. Вводя время корреляции флуктуаций силы как

τcor =

∫∞

0
C(t)dt

C(0)
, (15)

где

C(|t2 − t1|) = 〈δF (Y(t1))δF (Y(t2))〉 = (16)

= N〈δf0(y(t1))δf0(y(t2))〉, (17)

это парная корреляционная функция флуктуаций

(заметим, что δf0(y(t)) – флуктуация силы, испы-

тываемая отдельной частицей, см. ур. (11) и (30)),

мы можем представить стохастическую работу Wτ ,

определенную уравнением (7), как сумму независи-

мых случайных слагаемых

Wτ =

τ/∆t−1
∑

i=0

wi, (18)

где wi = v
∑N

i=1

∫ ti+∆t

ti
f0i(Yi(t))dt =

= v
∫ ti+∆t

ti
F (Y(t))dt соответствует вкладу i-го

интервала времени достаточно малой длительно-

сти ∆t ≪ τ , которая тем не менее достаточно

велика, ∆t ≫ τcor, так что различные слагаемые

суммы статистически независимы друг от друга:

〈δf0(y(t1))δf0(y(t2))〉 = 0, где t1 и t2 принадлежат

различным интервалам. Стохастическая работа Wτ

тогда приблизительно нормально распределена,

а соответствующие среднее значение и дисперсия

связаны соотношением

σ2(Wτ ) = 2〈Wτ 〉kBT, (19)
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как следует из равенства Ярзинского (14). Примеча-

тельно, нормальная функция плотности вероятности

p(Wτ ), для которой оказывается выполненным со-

отношение (19), является примером статистического

распределения, удовлетворяющего флуктуационной

теореме Крукса [8, 9]

p(−Wτ ) = p(Wτ )e
− Wτ

kBT . (20)

Заметим также, что свойство (20) влечет за собой

справедливость соотношения (14) (но не наоборот).

Для среднего значения и дисперсии стохастиче-

ской работы мы получаем из ур. (2), (9), (30) и (18)

следующие результаты

〈Wτ 〉 = v

N
∑

k=1

∫ τ

0

〈f0k(y(t))〉dt = N
v2

µ
τ, (21)

и

〈(Wτ − 〈Wτ 〉)2〉 = (22)

= v2
N
∑

k=1

N
∑

l=1

∫ τ

0

∫ τ

0

〈δf0k(y(t1))δf0l(y(t2))〉dt1dt2 =

(23)

= v2N

∫ τ

0

∫ τ

0

〈δf0(y(t1))δf0(y(t2))〉dt1dt2 = (24)

= v2N

τ/∆t
∑

i=1

∫ ti+∆t

ti

∫ ti+∆t

ti

〈δf0(y(t1))δf0(y(t2))〉dt1dt2 =

(25)

= v2
τ

∆t
dt2

∫ ti+∆t

ti

∫ ti+∆t

ti

dt1C(|t2 − t1|) ≈ (26)

≈ 2v2
τ

∆t

∫ ∆t

0

dT

∫ ∞

0

dtC(t) = 2v2τ

∫ ∞

0

dtC(t) =

(27)

= 2v2ττcor〈δF 2〉. (28)

Мы учли, что C(0) = 〈δF 2〉 = N〈δf2
0 〉 в соответствии

с определением (16). Уравнения (19), (21) и (28) то-

гда дают

〈δF 2〉τcor = N
kBT

µ
. (29)

Вывод ур. (29) основан на предлположении, что

флуктуации силы представляют собой (i) стационар-

ный процесс с (ii) достаточно быстрым затуханием

корреляций и (iii) нормальной статистикой в преде-

ле большого значения τ .

В качестве простого примера рассмотрим частицу

в гармоническом потенциале с жесткостью k, движу-

щуюся с постоянной скоростью v, так что U(x, t) =

k(x − vt)2/2. На основе решения уравнения Ланже-

вена (10) можно путем аналитических вычислений

проверить, что средний квадрат флуктуаций силы и

их время корреляции даются выражениями

〈δf2
0 〉 = kkBT, (30)

и

τcor =
1

µk
, (31)

так что соотношение (29) выполнено.

Для негармонических потенциалов аналитиче-

ские выражения для амплитуды флуктуаций силы

могут быть получены в случае кусочно-линейных

профилей, рис. 2b и c. А именно, для конического

профиля

U0(x) = r|x|, (32)

где r > 0, средний квадрат флуктуаций силы, рас-

считываемый по стационарному распределению ве-

роятности координаты частицы в движущейся систе-

ме отсчета, Pst(y) = C′ exp(−U0(y)+vy/µ
kBT ) (как следует

из уравнения Фоккера–Планка), дается выражением

〈δf2
0 〉 =

∫ +∞

−∞

dyPst(y)(f0(y)− 〈f0(y)〉)2 = (33)

= r2 −
(

v

µ

)2

. (34)

Соотношение (30) позволяет оценить τcor на основе

известного значения
√

〈δf2
0 〉:

τcor =
kBT

µ〈δf2
0 〉

=
kBT

µ(r2 − ( vµ )
2)
. (35)

Похожим образом, для потенциала

U0(x) =











−r(x+ c), если x < −c,

0, если − c < x < c,

r(x − c), если c < x,

с r > 0, из стационарного распределения координаты

частицы в движущейся системе отсчета находим

〈δf2
0 〉 =

cosh(φ)h(r2 − h2)

r sinh(φ) + h cosh(φ)
, (36)

и, используя ур. (30), получаем следующую оценку

для времени корреляции

τcor =
r sinh(φ) + h cosh(φ)

cosh(φ)h(r2 − h2)

kBT

µ
, (37)
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где h = v
µ и φ = hc

kBT . Мы видим, что для негар-

монических потенциалов как 〈δf2
0 〉, так и τcor, зави-

сят от скорости v, несмотря на то, что v не входит в

соотношение (29). Выражения (33), (35), (36) и (37)

справедливы для достаточно малых значений скоро-

сти v ≤ µr, так как в противном случае эффектив-

ный потенциал Ueff(y) = U0(y) +
v
µy в движущейся

системе отсчета не является ограничивающим и ста-

ционарное распределение Pst(y) не устанавливается.

Из уравнений (30), (33) и (36) следует, что при

фиксированных скорости v, подвижности µ и темпе-

ратуре T , увеличение жесткости потенциала влечет

за собой возрастание амплитуды флуктуаций силы

как в абсолютном значении
√

〈δf2
0 〉, так и относи-

тельно среднего 〈f0〉 (см. ур. (9)). С учетом соотноше-

ния (29), это также означает, что более жесткие по-

тенциалы характеризуются меньшим временем кор-

реляции τcor флуктуаций силы.

III. Относительная флуктуация стохасти-

ческой работы. Рассмотрим частицу в гармониче-

ском потенциале U0(x) = kx2/2, профиль которого

начинает движение в момент t = 0 со скоростью

v. Если исходная координата частицы принадлежит

статистически равновесному ансамблю, то функция

плотности вероятности стохастической работы Wτ

гауссова для процесса любой длительности τ со сред-

ним значением

〈Wτ 〉 =
v2

µ2k
(e−µkτ + µkτ − 1), (38)

и среднеквадратичным отклонением

σ2(Wτ ) =
2v2kBT

µ2k
(e−µkτ + µkτ − 1), (39)

см., например, [11], так что относительная флуктуа-

ция дается выражением (см. рис. 3)

σ(Wτ )

〈Wτ 〉
=

√
γτPeτ

√

e−γτ − 1 + γτ
, (40)

где

Peτ =

√
2Dτ

vτ
, (41)

это число Пекле, численно характеризующее в без-

размерной форме относительную роль шума и детер-

минированного переноса на масштабе времени τ , и

γτ =
τ

τeq
, (42)

это безразмерная степень стационарности, опреде-

ленная как отношение длительности рабочего про-

Рис. 3. (Цветной онлайн) Слева: диаграмма в плос-
кости безразмерных параметров γτ = µkτ и Pe =
=

√
2Dτ/(vτ ), изображающая области σ(Wτ)/〈Wτ 〉 > 1

и σ(Wτ )/〈Wτ 〉 < 1 (см. ур. (40)) для относительной
флуктуации работы, совершаемой над частицей в про-
цессе, где профиль гармонического потенциала жестко-
сти k перемещается с постоянной скоростью v в течение
интервала времени τ . Начальная координата частицы
имеет статистически равновесное распределение. Спра-
ва: диаграмма для σ(Wτ )/〈Wτ 〉 в плоскости безразмер-

ных параметров β = |〈λ̇〉τ |√
〈λ̇2〉τ

и Pe =
√

2Dτ

|〈λ̇〉τ | для случая

потенциала с произвольным профилем, движущегося
с относительно медленно меняющейся скоростью λ̇(t),
см. ур. (44)

цесса τ к времени релаксации частицы τeq = (µk)−1

в исходном (неподвижном) профиле потенциала.

Понятно, что флуктуации значения Wτ связаны

с обусловленной влиянием шума статистической дис-

персией траекторий частиц в рабочем процессе по их

перемещению. В согласии с этим ур. (40) показывает,

что малость относительной флуктуации подразуме-

вает достаточно малое значение числа Пекле. Для

медленного рабочего процесса, γτ ≫ 1, флуктуации

работы малы, σ(Wτ )/〈Wτ 〉 ≪ 1, где Pe(τ) ≪ 1. Для

быстрых процессов, γτ . 1, получаем σ(Wτ )/〈Wτ 〉 ≪
≪ 1 при Pe(τ) ≪ √

γτ .

Более общо, может быть получено точное анали-

тическое выражение для относительной флуктуации

стохастической работы Wτ в процессе длительности

τ с произвольным протоколом λ(t) ([12] и Приложе-

ние B)

σ(Wτ )

〈Wτ 〉
=

√

2kBT

k
∫ τ

0 dt1
∫ t1
0 dt2λ̇(t1)λ̇(t2)eµk(t2−t1)

. (43)

Уравнение (43) справедливо для любой длительно-

сти τ рабочего процесса, если распределение на-

чальных координат частиц при t = 0 статисти-

чески равновесное для гармонического потенциала
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U0(x) = kx2/2. Плотность вероятности p(Wτ ) работы

Wτ гауссова и удовлетворяет соотношению Ярзин-

ского (14) и теореме Крукса (20), как следует из ли-

нейности зависимости Wτ от реализации случайного

процесса ξ(t) и из ур. (B.4) и (B.6) (Приложение B).

Для λ̇(t) = v = const, ур. (43) сводится к ур. (40).

За рамками модели с гармоническим потенциа-

лом и предположения о постоянстве скорости пере-

мещения профиля потенциала, приближенное анали-

тическое выражение для относительной флуктуации

работы может быть получено, если имеет место раз-

деление масштабов времени. А именно, как следует

из ур. (19) и (21), если длительность рабочего про-

цесса, τ , и типичный масштаб времени, на котором

существенно меняется скорость, λ(t)/λ̇(t), велики в

сравнении с временем релаксации распределения ве-

роятности координаты частицы в движущейся систе-

ме отсчета, τr , то относительная флуктуация стоха-

стической работы дается выражением

σ(Wτ )

〈Wτ 〉
≈
√

2µkBT

〈λ̇2〉ττ
= βτPeτ , (44)

где мы предположили, что статистика работы Wτ

приближенно гауссова в пределе большой длитель-

ности процесса, τ . Здесь

βτ =
|〈λ̇〉τ |
√

〈λ̇2〉τ
, (45)

и

Peτ =

√
2Dτ

|〈λ̇〉τ |
, (46)

с 〈λ̇〉τ = 1
τ

∫ τ

0 dtλ̇(t) и 〈λ̇2〉τ = 1
τ

∫ τ

0 dtλ̇2(t), обозна-

чающими усредненные по времени значения функ-

ций λ̇(t) и λ̇2(t) соответственно. Снова видим, что

относительно малые флуктуации работы предпола-

гают достаточно малое значение числа Пекле Peτ .

Заметим, что βτ ≤ 1 в силу неравенства Коши, при-

чем βτ = 1, когда скорость перемещения постоянна,

λ̇(t) = v = const, и βτ ≪ 1 для крайне перемежаемых

рабочих протоколов λ̇(t). Уравнение (43) сводится к

(44) в предположении о разделении масштабов вре-

мени τ, λ(t)/λ̇(t) ≫ τr.

A. Пример 1. Далее мы сравниваем статистиче-

ские свойства работы в нескольких моделях с непо-

тенциальными силами. Динамика частицы подвиж-

ности µ в режиме сильного трения на окружности

радиуса R под действием постоянной силы f и шума

ξ(t) описывается уравнением

Rϕ̇(t) = µf + ξ(t), (47)

где ϕ – это угловая переменная, задающая положе-

ние частицы. Работа, совершаемая над частицей си-

лой f за время τ является линейным функционалом

шума ξ(t), Wτ = µf2τ + f
∫ τ

0 ξx(t)dt, и не зависит

от начальной координаты частицы, и, следовательно,

статистика работы гауссова для любого распределе-

ния начальной координаты ϕ(0) и любой длительно-

сти процесса τ . Соответствующее среднее значение

работы Wτ равно

〈Wτ 〉 = µf2τ, (48)

а для дисперсии мы находим

σ2(τ) = 2Df2τ, (49)

так что относительная флуктуация равна числу

Пекле
σ(Wτ )

〈Wτ 〉
=

√
2D

µf
√
τ
= Peτ . (50)

Похожим образом, для частицы в движущемся

потенциале относительная флуктуация пропорцио-

нальна Peτ , см. ур. (40).

Заметим также, что нормальная статистика, па-

раметризуемая средним значением (48) и дисперси-

ей (49), удовлетворяет равенству Ярзинского (14) и

теореме Крукса (20). Этот вывод также может быть

получен при помощи понятия диссипационной функ-

ции Ω (см. Приложение D), которая для частицы на

окружности и в двух других примерах, обсуждае-

мых ниже, оказывается в точности равной работе

Wτ непотенциальной силы. Диссипационная функ-

ция Ω – это функционал траектории ланжевеновской

системы, построенный таким образом, что он удовле-

творяет равенствам (14) и (20).

B. Пример 2. Теперь рассмотрим двумерное дви-

жение частицы с подвижностью µ и коэффициентом

диффузии D в постоянном гармоническом потенци-

але U(x, y) = ky2/2 и постоянном пространственно

неоднородном поле непотенциальной силы

fx = αy, fy = 0, (51)

см. рис. 4b. В режиме сильного трения динамика час-

тицы описывается уравнениями

ẋ = αµy + ξx, (52)

ẏ = −µky + ξy. (53)

Среднее значение стохастической работы Wτ =

= α
∫ τ

0
dty(t)(αµy(t) + ξx(t)) в пределе большого τ

равно
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Рис. 4. Частица с подвижностью µ и коэффициентом
диффузии D в стационарных полях сил с непотенци-
альными вкладами: (a) – постоянная сила f на окруж-
ности радиуса R; (b) – двумерное движение в суперпо-
зиции гармонического потенциала, U(y) = ky2/2, и по-
ля непотенциальной силы f = (αy,−αx)T ; (c) – двумер-
ное движение в гармоническом потенциале, U(x, y) =
= k(x2 + y2)/2, в присутствии непотенциальной силы
f = (αy, 0)T . Во всех этих примерах статистика рабо-
ты, совершаемой над частицей непотенциальной силой,
удовлетворяет соотношению Ярзинского (14) и теореме
Крукса (20), если начальная координата частицы вы-
бирается из определенного статистического ансамбля
(см. Приложение D)

〈Wτ 〉 =
α2D

k
τ, (54)

см. Приложение D. Заметим, что в отличие от преды-

дущих моделей среднее значение в ур. (62) зависит от

D (см. ур. (38) и (48)). Это связано с тем, что как ам-

плитуда действующей на частицу непотенциальной

силы, так и ее смещение в направлении этой силы за

малый интервал времени (линейно) зависят от y. В

статистически стационарном режиме средний квад-

рат расстояния 〈y2〉 частицы до минимума гармони-

ческого потенциала пропорционален интенсивности

шума D.

Далее, дисперсия стохастической работы за ин-

тервал наблюдения τ ≫ (µk)−1 дается формулой

σ2(Wτ ) =
2D2α4

k3µ
τ +

2D2α2

µk
τ. (55)

(см. Приложение D). Уравнения (54) и (55) показы-

вают, что относительная флуктуация не зависит от

коэффициента диффузии частицы:

σ(Wτ )

〈Wτ 〉
|γτ≫1 =

√

2

γτ
(1 +

k2

α2
). (56)

Помимо вычисления среднего значения и диспер-

сии, можно показать, что функция плотности веро-

ятности p(Wτ ) работы в процессах с равномерно рас-

пределенной вдоль направления x и распределенной

согласно формуле Больцмана вдоль направления y

координатой частицы удовлетворяет теореме Крукса

(и, следовательно, также и соотношению Ярзинско-

го) для произвольного τ , см. Приложение D. Заме-

тим также, что σ2(Wτ ) ≈ 2D2α2

µk τ = 2kBT 〈Wτ 〉 (см.

ур. (54), (55) и (19)) при α ≫ k и τ ≫ 1/(kµ). Это-

му набору свойств удовлетворяет нормальная стати-

стика. При α & k предположение о нормальности

распределения стохастической работы Wτ не может

быть принято даже при τ → ∞.

Среднеквадратичное значение флуктуаций

испытываемой частицей непотенциальной силы

f(y(t)) и время корреляции этих флуктуаций

τcor =
∫

∞
0

dt〈δf(y(0))·δf(y(t))〉

〈δf2〉 не связаны друг с другом

обратно пропорциональной зависимостью (29). Вме-

сто этого 〈δf2〉 = τcorα
2D, так что уменьшение 〈δf2〉

сопровождается уменьшением времени корреляции

τcor.

C. Пример 3. Наконец, рассмотрим частицу с по-

движностью µ и с коэффициентом диффузии D в по-

стоянном симметричном двумерном гармоническом

потенциале U(x, y) = kx2/2 + ky2/2, на которую до-

полнительно действует непотенциальная сила

fn.c.
x = αy, fn.c.

y = −αx, (57)

где α > 0, приводящая частицу во вращение вокруг

начала координат в направлении часовой стрелки

(см. рис. 4c).

Уравнение Ланжевена в режиме сильного трения

для такой модели имеет вид

dr(t)

dt
= M̂r(t) + ξ(t), (58)

где матрица M̂ определена как

M̂ =

(

−µk αµ

−αµ µk

)

, (59)

а компоненты случайного вектора ξ(t) =

= (ξx(t), ξy(t))
T имеют гауссову статистику, опреде-

ленную линейным моментом (6) и квадратичным

коррелятором (6).

Стохастическая работа Wτ , совершаемая непо-

тенциальной силой (57) в течение интервала τ равна

Wτ =

∫ τ

0

fn.c.
x (x(t), y(t))ẋ(t)dt+ (60)

+

∫ τ

0

fn.c.
y (x(t), y(t))ẏ(t)dt. (61)
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Для достаточно длительного рабочего процесса, τ ≫
≫ (µk)−1, среднее значение и дисперсия стохастиче-

ской работы могут быть выражены как

〈Wτ 〉 = α2µ〈r2〉t = 2α2D

k
τ, (62)

и

σ2(Wτ ) = 4α4 D2

k3µ
τ +

4α2D2

µk
τ, (63)

см. Приложение C, и, следовательно, относительная

флуктуация дается формулой

σ(Wτ )

〈Wτ 〉
|γτ≫1 =

√

1

γτ

(

1 +
k2

α2

)

, (64)

где γτ определено в ур. (42). Как и в предыдущем

примере, среднее значение работы в ур. (62) зависит

от интенсивности шума. Заметим, что в примерах 2

и 3 относительная флуктуация σ(Wτ )
〈Wτ 〉

не стремится к

нулю при увеличении параметра α, который опреде-

ляет среднюю величину совершающей работу силы.

Напротив, в процессе перемещения частицы движу-

щимся профилем потенциала и для неравновесного

стационарного состояния на окружности (пример 1),

путем увеличения вынуждающей силы может быть

достигнута сколь угодно малая относительная флук-

туация работы.

При условии, что начальная координата части-

цы имеет статистически стационарное распределе-

ние, статистика работы в рассматриваемой модели

удовлетворяет теореме Крукса (20) и равенству Яр-

зинского (14) для произвольного τ (Приложение D).

Для длительных процессов, τ ≫ 1/(kµ), с малой вы-

нуждающей силой, α ≪ k, оказывается приближен-

но справедливым соотношение (19), что может ука-

зывать на нормальность статистики работы в этом

режиме.

Наконец, отметим, что амплитуда флуктуаций

силы 〈δf2〉 = 4α2D
µk и время корреляции флукту-

аций τc = kµ
k2µ2+α2µ2 не удовлетворяют соотноше-

нию (29), полученному для частицы в движущемся

потенциале.

IV. Заключение. Отметим, что вывод ур. (29)

основан на предположении о нормальности статисти-

ки работы в пределе большой длительности процес-

са τ . Нормальное распределение работы также пред-

полагалось при выводе ур. (44). В тех случаях, ко-

гда статистика в самом деле нормальная или при-

ближенно нормальная, соотношение (29) показывает,

что произведение 〈δF 2〉τcor в процессе перемещения

частиц определяется их подвижностью µ и темпера-

турой шума T . Скорость v и параметры, характе-

ризующие силу потенциала и его форму, не входят

в ур. (29), что показывает, что этот результат мо-

жет быть применим к большому числу практических

сценариев перемещения частиц переменными потен-

циалами в (однородном и статистически стационар-

ном) окружении с белым шумом. Меньшие флуктуа-

ции силы
√

〈δF 2〉, реализуемые, например, путем из-

менения интенсивности потенциала, характеризуют-

ся более длительным временем корреляции τcor. Как

уменьшение
√

〈δF 2〉, так и увеличение τcor означа-

ет более предсказуемое поведение флуктуирующей

силы F . Отметим также, что увеличение жесткости

потенциала, обеспечивая более высокую степень ло-

кализации частицы, не приводит, однако, к уменьше-

нию амплитуды флуктуаций силы ни в абсолютном,

ни в относительном смысле, см. раздел I.

Ранее несколько работ рассматривали неравен-

ства на статистические моменты физических вели-

чин, фигурирующих в формулировках флуктуаци-

онных теорем [14–18]. В частности, работа [14] опи-

сывает нижнюю границу на среднеквадратичное от-

клонение случайной величины Ω, статистика которой

удовлетворяет теореме Крукса [2, 8, 9]. В тех систе-

мах, где Ω = Wτ/(kBT ) (см. примеры в разделе III и

Приложении D), результаты, содержащиеся в статье

[14], могут быть использованы для определения ниж-

ней границы для относительной флуктуации стоха-

стической работы, а именно

σ(Wτ )

〈Wτ 〉
≥
√

u2 − 1. (65)

Здесь u определяется из уравнения u tanh( 〈Wτ 〉
2kBT u) =

= 1. Легко проверить, что выражения (40), (50), (56)

и (64) удовлетворяют границе (65). Также из ур. (21)

для частицы в потенциале с движущимся профилем

в предположении о нормальности статистики работы

в пределе больших значений τ получаем (см. уравне-

ния (19) и (20)) σ(Wτ )
〈Wτ 〉

≥
√
u2 − 1 ≈ 2e

− 〈Wτ 〉
kBT = e−2/Pe

2
τ

(где Pe2τ ≪ 1) в согласии с ур. (44).

Интересный вопрос для будущих исследований

касается обобщения и извлечения следствий флук-

туационных теорем для течений жидкости под дей-

ствием случайных сил [19–21]. В частности, резуль-

таты работы [21] показывают, что диссипационная

функция для двумерного турбулентного поля скоро-

сти, поддерживаемого стохастической силой, связана

с потоком энстрофии между масштабом накачки и

более малыми масштабами. В указанной работе так-

же получена флуктуационная теорема для направ-

ления каскада энстрофии в статистически равновес-

ном состоянии. Анализ статистики работы внешних

сил, характерной амплитуды флуктуаций внешних
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сил, корреляционных времен и потоков в двумерных

течениях жидкости, поддерживаемых случайной вы-

нуждающей силой, в различных условиях (к приме-

ру, с трением о дно, со средним вращением, и т.д.)

остается открытой задачей.

Приложение A. Вывод соотношения Яр-

зинского (ур. (14)). Здесь мы приводим вывод со-

отношения Ярзинского для ланжевеновской систе-

мы, изображенной на рис. 1, используя аргументы,

представленные в работе [10].

Будем обозначать как Xξ,X0(t) решение уравне-

ния Ланжевена (3) для начального условия X(0) =

= X0 и реализации шума ξ(t). Совместная плот-

ность распределения вероятности для координат час-

тиц при t < 0 (т.е. до начала движения профиля по-

тенциала) дается формулой Больцмана

p(X; 0) = peq0 (X) =

=
exp(−∑N

i=1
U(xi,0)
kBT )

∫ +∞

−∞
dx1dx2 . . . dxN exp(−∑N

i=1
U(xi,0)
kBT )

, (A.1)

и, таким образом, p(X; 0) сконцентрирована в окрест-

ности минимума потенциала U(x, 0).

Рассмотрим стохастическую динамику (3) в при-

сутствии эффекта распада. То есть мы будем предпо-

лагать, что, находясь в точке X, система может в те-

чение интервала времени dt с вероятностью ν(X, t)dt

распасться. Плотность вероятности различных кон-

фигураций системы g(X; t|X0; 0) тогда удовлетворя-

ет уравнению Фоккера–Планка с дополнительным

слагаемым, учитывающим возможность распада



































∂tg(X; t|X0; 0) = D
∑

i ∂
2
Xi

g(X; t|X0; 0)−

− µ
∑

i ∂Xi
[fi(X, t)g(X; t|X0; 0)]−

− ν(X, t)g(X; t|X0; 0),

g(X; 0|X0; 0) = δ(X−X0).

(A.2)

Стохастические траектории Xξ,X0(t) в исходной

задаче (3) и плотность вероятности g(X; t|X0; 0) в

присутствии распада связаны друг с другом форму-

лой Фейнмана–Каца

g(X; t|X0; 0) = (A.3)

=

〈

δ(X−Xξ,X0(t)) exp

[

−
∫ t

0

dτν(Xξ,X0 (τ), τ)

]〉

ξ

.

Ненулевой вклад в g(X; t|X0; 0) дают те решения

уравнения Ланжевена (3), для которых система до-

стигает точки X в момент времени t, не успев, таким

образом, распасться до этого момента.

Теперь рассмотрим вспомогательную функцию

p̃(X; t) ≡
exp(−∑N

i=1
U(xi,t)
kBT )

∫ +∞

−∞
dx1dx2 . . . dxN exp(−∑N

i=1
U(xi,0)
kBT )

.

(A.4)

Подстановкой можно проверить, что данная функ-

ция удовлетворяет уравнению

∂tp̃(X; t) = D∂2
Xi

p̃(X; t)− µ
∑

i

∂Xi
[fi(X, t)p̃(X; t)]−

− 1

kBT

N
∑

i=1

∂U(xi, t)

∂t
p̃(X; t), (A.5)

с начальным условием p̃(X; 0) = peq0 (X), и, следова-

тельно, учитывая формулу Фейнмана–Каца, можно

записать

p̃(X; τ) =

∫ +∞

−∞

dNX0g(X; τ |X0; 0)p̃(X0; 0) = (A.6)

=

∫ +∞

−∞

dNX0p̃(X0; 0)

〈

δ(X−Xξ,X0(τ)) ×

× exp

[

− 1

kBT

N
∑

i=1

∫ τ

0

dt
∂U(Xξ,X0(t), t)

∂t

]〉

ξ

= (A.7)

=

〈

δ(X−Xξ,X0(τ)) exp

[

−Wξ,X0(τ)

kBT

]〉

ξ,X0

, (A.8)

где Wξ,X0 (τ) – это стохастическая работа, совершае-

мая над частицами (в отсутствие эффекта распада)

при начальном условии X(0) = X0 и реализации шу-

ма ξ(t), см. ур. (7).

Таким образом,

exp(−
∑

i
U(xi,τ)
kBT )

∫ +∞

−∞ dx1dx2 . . . dxN exp(−∑i
U(xi,0)
kBT )

=

=

〈

δ(X−Xξ,X0(τ)) exp

[

−Wξ,X0(τ)

kBT

]〉

ξ,X0

. (A.9)

Здесь X0 – это начальная конфигурация системы,

имеющая больцмановское распределение.

Проинтегрируем обе части последней формулы

по x
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∫ +∞

−∞ dx1dx2 . . . dxN exp(−∑i
U(xi,τ)
kBT )

∫ +∞

−∞ dx1dx2 . . . dxN exp(−∑i
U(x,0)
kBT )

=

=

∫ +∞

−∞

dx1dx2 . . . dxN×

×
〈

δ(X−Xξ,X0(τ)) exp

[

−Wξ,X0(τ)

kBT

]〉

ξ,X0

. (A.10)

Поскольку потенциал не меняет своей формы, то ин-

теграл в левой части равен единице

1=

〈
∫ +∞

−∞

dNXδ(X−Xξ,X0(τ)) exp

[

−Wξ,X0(τ)

kBT

]〉

ξ,X0

.

(A.11)

В итоге получаем соотношение Ярзинского

1 =

〈

exp

[

−Wξ,X0(τ)

kBT

]〉

ξ,X0

, (A.12)

(ур. (14)).

Приложение B. Вывод ур. (43). Для частицы

в гармоническом потенциале, профиль которого дви-

жется с зависящей от времени скоростью λ̇(t), реше-

ние уравнения Ланжевена (3) с начальным условием

x(0) = x0 имеет вид

x(t) = e−µkt(x0 +

∫ t

0

eµkt1(ξ(t1)+µkλ(t1))dt1), (B.1)

так что стохастическая работа (7) как функционал

от реализации белого шума ξ(t) дается выражением

Wτ =

∫ τ

0

−λ̇(t)k(x(t) − λ(t))dt = (B.2)

= k

∫ τ

0

dt1

∫ t1

0

dt2λ̇(t1)λ̇(t2)e
µk(t2−t1) −

− kx0

∫ τ

0

dt1λ̇(t1)e
−µkt1 −

− k

∫ τ

0

dt2ξ(t2)e
µkt2

∫ τ

t2

dt1λ̇(t1)e
−µkt1 . (B.3)

Учитывая, что 〈x0〉 = 0 и 〈x2
0〉 = kBT

k , как следует из

формулы Больцмана для частицы, координата кото-

рой имеет статистически равновесное распределение

в исходно постоянном потенциале (эти выражения

предполагают, что частица движется диффузионно

на масштабах длины 〈x2
0〉, т.е. kBT/k/D ≫ τSt), мы

получаем

〈Wτ 〉 = k

∫ τ

0

dt1

∫ t1

0

dt2(λ̇(t1)λ̇(t2)e
µk(t2−t1)), (B.4)

и σ2(Wτ ) = 〈(Wτ − 〈Wτ 〉)2〉 =

= kkBT

(
∫ τ

0

dt1λ̇(t1)e
−µkt1

)2

+

+ 2Dk2
∫ τ

0

dt2e
2µkt2

(
∫ τ

t2

dt1λ̇(t1)e
−µkt1

)2

= (B.5)

= 2kkBT

∫ τ

0

dt1

∫ t1

0

dt2λ̇(t1)λ̇(t2)e
µk(t2−t1). (B.6)

Уравнения (B.4) и (B.5) дают ур. (43).

Приложение С. Вывод уравнений (54) и

(55). Решение уравнений стохастической динамики

(52) и (53), соответствующих модели, изображенной

на рис. 4b, имеет следующую форму

x(t) = x(0) + µα

∫ t

0

dt1y(t1) +

∫ t

0

dt1ξx(t1), (C.1)

y(t) = y(0)e−kµt + e−kµt

∫ t

0

dt2e
kµt2ξy(t2). (C.2)

Работа непотенциальной силы за интервал времени

τ дается выражением

Wτ =

∫ τ

0

αy(t)dx(t) = α

∫ τ

0

dty(t)(αµy(t) + ξx(t)),

(C.3)

так что для среднего значения 〈Wτ 〉 в пределе боль-

шого τ из уравнений (C.1), (C.2) и (C.3) получается

〈Wτ 〉 = α2µ

∫ τ

0

dt〈y2(t)〉+ α

∫ τ

0

dt〈y(t)ξx(t)〉 =

= α2µ〈y2(t)〉τ =
α2D

k
τ, (C.4)

(ур. (54)), в то время как квадратичный момент ра-

боты Wτ может быть вычислен при помощи теоре-

мы Вика для нормально распределенных случайных

процессов x(t) и y(t). Это дает

〈W 2
τ 〉 = 〈(α2µ

∫ τ

0

dty2(t) + α

∫ τ

0

dty(t)ξx(t))
2〉 =

= α4µ2

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2〈y2(t1)y2(t2)〉+ (C.5)

+ α2

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2〈y(t1)ξx(t1)y(t2)ξx(t2)〉 +

+ 2α3µ

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2〈y2(t1)y(t2)ξx(t1)〉 = (C.6)

= α4µ2

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2〈y2(t1)〉〈y2(t2)〉+

+ 2α4µ2

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2〈y(t1)y(t2)〉2 + (C.7)
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+α2

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2〈y(t1)y(t2)〉〈ξx(t1)ξx(t2)〉 =

= 〈Wτ 〉2 + 2α4µ2

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2〈y(t1)y(t2)〉2 +

+ 2Dα2〈y2〉τ = (C.8)

= 〈Wτ 〉2 + 2α4µ2

∫ τ

0

dt1

∫ τ

0

dt2
D2

µ2k2
e−2k|t2−t1| +

+ 2Dα2〈y2〉τ ≈ 〈Wτ 〉2 +
2D2α4

k3µ
τ +

2D2α2

µk
τ, (C.9)

(ур. (55)).

Приложение D. Вывод уравнений (62) и

(63). Для модели, изображенной на рис. 4 c траекто-

рия частицы дается решением уравнений Ланжевена

(58)

x(t) = x(0)e−kµt cosαµt+ y(0)e−kµt sinαµt+

+

∫ t

0

dt′e−kµ(t−t′) cosαµ(t− t′)ξx(t
′)dt′+ (D.1)

+

∫ t

0

dt′e−kµ(t−t′) sinαµ(t− t′)ξy(t
′)dt′, (D.2)

y(t) = −x(0)e−kµt sinαµt+ y(0)e−kµt cosµαt−

−
∫ t

0

dt′e−kµ(t−t′) sinαµ(t − t′)ξx(t
′)dt′ + (D.3)

+

∫ t

0

dt′e−kµ(t−t′) cosαµ(t− t′)ξy(t
′)dt′. (D.4)

Отсюда видно, что x(t) и y(t) имеют нормальную ста-

тистику.

Стохастическая работа в процессе длительности

τ равна

Wτ =

∫

fx(x(t
′), y(t′))dx(t′) +

∫

fy(x(t
′), y(t′))dy(t′) =

(D.5)

=

∫ τ

0

αy(t)(αµy(t) − µkx(t))dt+

∫ τ

0

αy(t)ξx(t)dt−

−
∫ τ

0

dtαx(t)(−αµx(t) − µky(t))−
∫ τ

0

αx(t)ξy(t)dt.

(D.6)

Из уравнений (D.1), (D.3) и (D.5) мы находим, что

среднее значение в пределе большого τ дается выра-

жением

〈Wτ 〉 = 2

∫ τ

0

α〈y(t)(αµy(t) − µkx(t))〉dt +

+ 2

∫ τ

0

α〈y(t)ξx(t)dt〉 = 2α2µ〈y2〉t = 2α2D

k
τ, (D.7)

соответствующим уравнению (62). Для среднеквад-

ратичного значения получаем

〈W 2
τ 〉 = 2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2α〈y(t1)(αµy(t1)−

− µkx(t1))αy(t2)(αµy(t2)− µkx(t2))〉+ (D.8)

+ 4

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2α〈y(t1)(αµy(t1)−

− µkx(t1))αy(t2)ξx(t2)〉 −

− 2

∫ τ

0

dt1α〈y(t1)ξx(t1)
∫ τ

0

dt2αy(t2)ξx(t2)〉 − (D.9)

− 2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2α〈y(t1)(αµy(t1)−

− µkx(t1))αx(t2)(−αµx(t2)− µky(t2))〉 − (D.10)

− 2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2α〈y(t1)(αµy(t1)−

− µkx(t1))αx(t2)ξy(t2)〉 − (D.11)

− 2

∫ τ

0

dt1α〈y(t1)ξx(t1)
∫ τ

0

dt2αx(t2)(−αµx(t2)−

− µky(t2))〉 − 2

∫ τ

0

dt1α〈y(t1)ξx(t1)×

×
∫ τ

0

dt2αx(t2)ξy(t2)〉 = (D.12)

= 2α3µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈(αy(t1)y(t1)−

− kx(t1)y(t1))(y
2(t2) + x2(t2))〉+ (D.13)

+ 4α2µ

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈y(t1)(αy(t1)−

− kx(t1))y(t2)ξx(t2)〉 − (D.14)

− 2α2µ

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈y(t1)(αy(t1)−

− kx(t1))x(t2)ξy(t2)〉 − (D.15)

− 2α2µ

∫ τ

0

dt1〈y(t1)ξx(t1)
∫ τ

0

dt2x(t2)(−αx(t2)−

− ky(t2))〉+ 2α2

∫ τ

0

dt1dt2〈y(t1)ξx(t1)
∫ τ

0

y(t2)ξx(t2)〉.

(D.16)

Усреднение может быть проведено при помощи урав-

нений (D.1) и (D.3) и теоремы Вика для гауссовых

случайных процессов ξ1(t), ξ2(t), x(t) и y(t). Это дает

〈W 2
τ 〉 = 2α4µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈y2(t1)y2(t2)〉 −

− 2α3µ2k

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈x(t1)y(t1)y2(t2)〉+ (D.17)

+ 2α4µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈y2(t1)x2(t2)〉 −

− 2α3µ2k

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈x(t1)y(t1)x2(t2)〉+ (D.18)
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+ 2α2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈y(t1)y(t2)〉〈ξx(t1)ξx(t2)〉 =

= 4α4µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈y2(t1)〉〈y2(t2)〉+ (D.19)

+ 4α4µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈y(t1)y(t2)〉2 −

− 4α3µ2k

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈x(t1)y(t2)〉〈y(t1)y(t2)〉+

(D.20)

+ 4α4µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈y(t1)x(t2)〉2 −

− 4α3µ2k

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2〈x(t1)x(t2)〉〈y(t1)x(t2)〉+

(D.21)

+ 4α2D〈y2(t)〉τ = 4α4µ2〈y2〉2τ2 +

+ 4α4µ2 D2

k2µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2 cos
2 αµ(t2 − t1)e

−2kµ|t2−t1| +

(D.22)

+ 4α3µ2k
D2

k2µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2 cosαµ(t2 − t1)×

× e−2kµ|t2−t1| sinαµ(t2 − t1) + (D.23)

+ 4α4µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2e
−2kµ|t2−t1| sin2 αµ(t2 − t1)−

(D.24)

− 4α3µ2k
D2

k2µ2

∫ τ

0

∫ τ

0

dt1dt2 cosαµ(t2 − t1)×

× e−2kµ|t2−t1| sinαµ(t2 − t1) +
4α2D2

µk
τ = (D.25)

= 4α4D
2

k2
τ2 + 4α4 D2

k3µ
τ +

4α2D2

µk
τ. (D.26)

Совместно с ур. (62) этот результат приводит к

ур. (63).
Приложение E. Вывод равенства Крукса

(ур. (20)). Здесь приводится вывод теоремы Крукса

(ур. (20)) для рабочмх процессов, совершаемых непо-

тенциальными силами в линейных моделях из разде-

ла III. Движение частицы описывается уравнением

Ланжевена в режиме сильного трения

ṙ(t) = µf(r(t)) + ξ(t), (E.1)

где ξ(t) – это гаусссов белый шум с нулевым сред-

ним значением, 〈ξi(t)〉 = 0, и парной корреляционной

функцией 〈ξi(t1)ξj(t2)〉 = 2δijµkBTδ(t2 − t1), а f(r) –

суммарная регулярная сила, действующая на части-

цу. Стационарное распределение вероятности коор-

динаты частицы (если таковое реализуется) будет

обозначаться как Qst.

Введем так называемую диссипационную функ-

цию (см., например, [22])

Ω[Rτ ] = ln
P [Rτ |r0]Qst[r0]

P∗[R∗
τ |r∗0]Qst[r∗0]

, (E.2)

где Rτ = {r(t), 0 < t ≤ τ} обозначает стохасти-

ческую траекторию длительности τ , R∗
t = Rτ−t =

= {r(τ − t), 0 ≤ t < τ} – обращенная во времени

траектория, P и P∗ – статистические веса прямой и

обратной траекторий с заданными начальными ко-

ординатами, Qst – стационарная плотность вероят-

ности координаты частицы.

Довольно просто показать, что диссипационная

функция удовлетворяет соотношению Ярзинского

〈e−Ω〉 =
∫

[DRτ ]e
−Ω[Rτ ]P [Rτ |r0]Qst[r0] =

=

∫

[DR∗
τ ]P∗[R∗

τ |r∗0]Qst[r∗0]. (E.3)

Кроме того, плотность вероятности p(ω) значе-

ний диссипационной функции удовлетворяет теоре-

ме Крукса:

p(ω) = 〈δ(ω − Ω[Rτ ])〉 =

=

∫

[DRτ ]δ(ω − Ω[Rτ ])P [Rτ |r0]Qst[r0] = (E.4)

=

∫

[DR∗
τ ]δ(ω − Ω[Rτ ])e

Ω[Rτ ]P∗[R∗
τ |r∗0]Qst[R∗

τ ] =

= eω
∫

[DR∗
τ ]δ(ω − Ω[Rτ ])P∗[R∗

τ |r∗0]Qst[R∗
τ ] =

(E.5)

= eω
∫

[DR∗
τ ]δ(ω +Ω[R∗

τ ])P∗[R∗
τ |r∗0]Qst[R∗

τ ] (E.6)

= eω〈δ(ω +Ω[Rτ ])〉 = eωp(−ω). (E.7)

Далее, выведем явное выражение для Ω[Rτ ]. Ста-

тистические веса прямой и обратной траекторий час-

тицы в примерах, приведенных в разделе III, даются

формулами

P [Rt|r0] =
N−1
∏

i=0

gτ0 [ri+1|ri] =

=
1

(4πDτ0)Nd/2
exp

(

− (ri+1 − ri − µfiτ0)
2

4Dτ0

)

, (E.8)

и

P∗[R∗
τ |r∗(0)] =

N−1
∏

j=0

g∗τ0 [r
∗
j+1|r∗tj ] =

=

N−1
∏

j=0

gτ0[rN−j−1|rN−j ] =

N−1
∏

i=0

gτ0 [ri|ri+1], (E.9)

(был выполнен переход к индексу суммирования j =

= τ
∆t − i− 1), где τ0 – время корреляции шума.
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Подстановка этих выражений в определение (E.2)

дает

Ω = lnQ[r0; 0]− lnQ∗[r∗0; τ ] + ln
P [Rτ |r0]
P∗[R∗

τ |r∗0]
=

= lnQst[r0]− lnQst[rτ ] +

∑N−1
i=0 µfi(ri+1 − ri)

D
=

(E.10)

= lnQst[r0]− lnQst[rτ ] +

∫ τ

0
f(t)ṙ(t)dt

kBT
, (E.11)

где мы учли, что r
∗
0 = rτ по определению обратной

траектории.

Для частицы на окружности под действием по-

стоянной силы f = const (Пример 1) стационар-

ное распределение координаты однородное, Qst[ϕ] =

= 1/(2π), и мы получаем

Ω =

∫ τ

0 fRϕ̇(t)dt

kBT
=

Wτ

kBT
. (E.12)

Далее, для частицы в Примере 2 стационарное

распределение Qst[r] не существует. Мы можем, од-

нако, предположить, что система конечна в направ-

лении x. Тогда Qst(r) = C exp(− y2

2D/(k/mu) )L
−1
x , где

Lx → ∞ – это размер системы. Для диссипационной

функции в итоге получаем

Ω = − ky20
2kBT

+
ky∗20
2kBT

+
ky20
2kBT

−

− ky2τ
2kBT

+
Wτ

kBT
=

Wτ

kBT
. (E.13)

Для частицы в Примере 3: Qst[r] =
1

2πD/(µk) exp(− r2

2D/(µk) ). Видим, что диссипационная

функция сводится к работе Wτ непотенциальной

компоненты силы

Ω = lnQst[r0]− lnQst[rτ ] +

∫ τ

0
(−kr+ fn.c)ṙ(t)dt

kBT
=

= − kr20
2kBT

+
kr∗20
2kBT

+
kr20
2kBT

− kr2τ
2kBT

+
Wτ

kBT
=

Wτ

kBT
.

(E.14)

Таким образом, стохастическая работа Wτ в

этих моделях удовлетворяет соотношению Ярзинско-

го (E.3) (ур. (14)) и теореме Крукса (E.4) (ур. (20)).

Заметим также, что если начальная координа-

та частицы распределена не согласно стационарной

плотности вероятности для заданной конфигурации

внешних полей, то Ω = Wτ +o(t) в пределе большого

τ , так что соотношение Ярзинского и теорема Крук-

са приближенно справедливы для Wτ в достаточно

длительных рабочих процессах.
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